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1. はじめに

行変数と列変数が同じ分類からなる分割表は正方分割表と呼ばれ, 正方分割表解析に
おいては, 変数間に関連が見られ, 統計的独立性は成立しない. そのため変数間の統計的
独立性に代わり, 対称性や点対称性に関心がある. 対称性に関するモデルとして, Bowker

(1948)の対称 (S)モデル, Read (1977)のグローバル対称 (GS)モデル, McCullagh (1978)

の条件付き対称 (CS) モデル等が提案され, 点対称性に関するモデルとして, Wall and

Lienert (1976) の点対称 (PS) モデル, Tomizawa (1986) の条件付き点対称 (CPS) モデ
ル, Kurakami et al. (2017) のアナザー点対称 (APS) モデル, 逆グローバル対称 (RGS)

モデル等が提案されている.

分割表解析において,モデルの当てはまりが悪い場合に,隔たりの程度を測る尺度に関心
がある. 対称性に関する尺度については Tomizawa (1994), Tomizawa (1995), Tomizawa

and Saitoh (1999) 等で提案され, 点対称性に関する尺度については Iki and Tomizawa

(2019) によって提案されている.

尺度の推定量は漸近不偏推定量であることが知られている. Tomizawa et al. (2007) で
はテイラー展開の 2次の項を用いて, Sモデルからの隔たりを測る尺度について推定量の
改善を行っている. 本報告では, APS, RGS, CPSモデルからの隔たりを測る尺度につい
て推定量の改善を行う. 提案する推定量は, 従来の推定量よりも少ないサンプル数で真値
に近づくことをシミュレーションによって確認する.

2. APSモデルからの隔たりを測る尺度の推定について
行変数Xと列変数 Y が順序のある同じ分類からなるR×R正方分割表において, (i, j)

セル確率を pij (i = 1, . . . , R; j = 1, . . . , R)とする. Sモデルは次のように定義される
(Bowker, 1948):

pij = pji (i ̸= j).

Sモデルはセル確率の対称構造を示す.

PSモデルは次のように定義される (Wall and Lienert, 1976):

pij = pi∗j∗ (1 ≤ i, j ≤ R),

ただし, i∗ = R + 1− i, j∗ = R + 1− jである. このモデルは正方分割表において, Rが
奇数の場合は中心のセル, Rが偶数の場合は中心点に関するセル確率の点対称的な確率
構造を示す.



APSモデルは次のように定義される (Kurakami et al., 2017):

pij = pi∗j∗ (i+ j ̸= R + 1).

APSモデルは PSモデルと比べ, 逆対角セルに制約が課されないため, PSモデルよりも
制約の弱いモデルである.

モデルが与えられたデータに適合しない場合, モデルからの隔たりを測る尺度に関心
がある. Tomizawa (1994) は pij + pji > 0 (i = 1, . . . , R; j = 1, . . . , R)を仮定し, Sモデ
ルからの隔たりを測る尺度を次のように提案した:

ΦS =
1

δ log 2

∑∑
i ̸=j

pij log
2pij

pij + pji
,

ただし, δ =
∑∑

i ̸=j pijである.

Iki and Tomizawa (2019)は pij + pi∗j∗ > 0 (i = 1, . . . , R; j = 1, . . . , R)を仮定し, APS

モデルからの隔たりを測る尺度を次のように提案した:

ΦAPS =
1

∆ log 2

∑∑
i+j ̸=R+1

pij log
2pij

pij + pi∗j∗
,

ただし, ∆ =
∑∑

i+j ̸=R+1 pijである.

観測度数 nijがサンプル数 n (n =
∑

i

∑
j nij)の多項分布に従うと仮定し, pをR2 × 1

多項確率ベクトルとする. すなわち,

p = (p11, p12, . . . , p1R, p21, p22, . . . , p2R, . . . , pR1, pR2, . . . , pRR)
t,

ここで tは転置を表す. p̂ijを標本比率 (p̂ij = nij/n) とし, pijを p̂ijで置き換えたベクト
ルを p̂とする. Tomizawa et al. (2007) は Φ̂Sの漸近バイアスを次のように与えた:

E(Φ̂S − ΦS) =
1

2n
tr

([
∂2ΦS

∂p∂pt

]
(D(p)− ppt)

)
,

ここでD(p)は pの i番目の要素を i番目の対角要素とする対角行列, trは行列のトレー
スを表す. また, Φ̂Sは, ΦSの pijを p̂ijに置き換えた推定量である.

Tomizawa et al. (2007) と同様にして, Φ̂APSの漸近バイアスは次のように与えられる:

E(Φ̂APS − ΦAPS) =
1

2n
tr

([
∂2ΦAPS

∂p∂pt

]
(D(p)− ppt)

)
.

漸近バイアスを取り除くため, 次の推定量を提案する:

Φ̃APS = Φ̂APS − 1

2n
tr

([
∂2Φ̂APS

∂p̂∂p̂t

]
(D(p̂)− p̂p̂t)

)
,

ここで, [∂2Φ̂APS/∂p̂∂p̂
t]は [∂2ΦAPS/∂p∂p

t]の pijを p̂ijで置き換えたものである. 推定量
の右辺の二項目を簡略化すると, Φ̃APSは次のように与えられる:

Φ̃APS = Φ̂APS − R(R− 1)

4n∆̂ log 2
.



3. RGS, CPSモデルからの隔たりを測る尺度の推定について
Read (1977), Kurakami et al. (2017) では SモデルやAPSモデルについて, モデルが
成立するための必要十分条件を与えた. 一方で, Tomizawa and Saitoh (1999), Iki and

Tomizawa (2019) では尺度の分解定理がRead (1977), Kurakami et al. (2017) の結果と
対応するように与えられている. 本報告では, RGSモデルとCPSモデルからの隔たりを
測る尺度の推定量の漸近バイアスについての分解定理を与える.

GSモデルは次のように定義される (Read, 1977):

δU = δL,

ただし, δU =
∑∑

i<j pij, δL =
∑∑

i>j pij である. GSモデルは対角線から上側の確率
の和と下側の確率の和が等しい確率構造を示す.

CSモデルは次のように定義される (Read, 1977, McCullagh, 1978):

pij = γpji (i < j),

ここで, γは非対称性の程度を示すパラメータであり, γ = 1のとき Sモデルと一致する.

またRead (1977) は Sモデルが成立するための必要十分条件はGSモデルとCSモデルの
両方が成立することであることを示した.

RGSモデルは次のように定義される (Kurakami et al., 2017):

∆U = ∆L,

ただし, ∆U =
∑∑

i+j<R+1 pij, ∆L =
∑∑

i+j>R+1 pijである. RGSモデルは逆対角線か
ら上側の確率の和と下側の確率の和が等しい確率構造を示す.

CPSモデルは次のように定義される (Tomizawa, 1986):

pij = τpi∗j∗ (i+ j < R + 1),

ここで, τ は非点対称性の程度を示すパラメータであり, τ = 1のときAPSモデルと一致
する. またKurakami et al. (2017) はAPSモデルが成立するための必要十分条件はRGS

モデルとCPSモデルの両方が成立することであることを示した.

Sモデルの場合と同様にGS, CSモデルが成立しない場合, GS, CSモデルからの隔た
りを測る尺度に関心がある. Tomizawa (1995) は δU + δL > 0を仮定し, GSモデルから
の隔たりを測る尺度を次のように提案した:

ΦGS =
1

log 2

(
δcU log

δcU
1/2

+ δcL log
δcL
1/2

)
,

ただし, δcU = δU/δ, δ
c
L = δL/δである.

Tomizawa and Saitoh (1999) は δU > 0 , δL > 0, pij + pji > 0を仮定し, CSモデルか
らの隔たりを測る尺度を次のように提案した:

ΦCS =
1

δ log 2

∑∑
i<j

(
pij log

δpcij
δU

+ pji log
δpcji
δL

)
,

ただし, pcij = pij/(pij + pji)である. またTomizawa and Saitoh (1999) はΦS, ΦGS, ΦCS

に対して次の定理を与えた:



定理 1. ΦSはΦGSとΦCSの和に等しい.

Iki and Tomizawa (2019) はRGSモデルとCPSモデルからの隔たりを測る尺度をそれ
ぞれ次のように提案した:

ΦRGS =
1

log 2

(
∆c

U log
∆c

U

1/2
+ ∆c

L log
∆c

L

1/2

)
,

ΦCPS =
1

∆ log 2

∑∑
i+j<R+1

(
pij log

∆p∗ij
∆U

+ pi∗j∗ log
∆p∗i∗j∗

∆L

)
,

ただし, ∆c
U = ∆U/∆, ∆c

L = ∆L/∆, p∗ij = pij/(pij+pi∗j∗)である. また, Iki and Tomizawa

(2019) はΦAPS, ΦRGS, ΦCPSに対して次の定理を与えた:

定理 2. ΦAPSはΦRGSとΦCPSの和に等しい.

APSモデルの場合と同様にして, 尺度の推定量をそれぞれ次のように提案する:

Φ̃RGS = Φ̂RGS − 1

2n
tr

([
∂2Φ̂RGS

∂p̂∂p̂t

]
(D(p̂)− p̂p̂t)

)
,

Φ̃CPS = Φ̂CPS − 1

2n
tr

([
∂2Φ̂CPS

∂p̂∂p̂t

]
(D(p̂)− p̂p̂t)

)
.

推定量の右辺の二項目を簡略化すると, Φ̃RGS, Φ̃CPSはそれぞれ次のように与えられる:

Φ̃RGS = Φ̂RGS − 1

2n∆̂ log 2
,

Φ̃CPS = Φ̂CPS − (R + 1)(R− 2)

4n∆̂ log 2
.

Φ̂APS, Φ̂RGS, Φ̂CPSの漸近バイアスを n倍したものをΛAPS, ΛRGS, ΛCPSとする. このと
き, 次の定理及び系を得る:

定理 3. ΛAPSはΛRGSとΛCPSの和に等しい.

系 1. Φ̃APSは Φ̃RGSと Φ̃CPSの和に等しい.

定理 4. Φ̂APS, Φ̂RGS, Φ̂CPSの漸近バイアスの比はR(R− 1)/2 : 1 : (R + 1)(R− 2)/2で
ある.

APSモデルとRGSモデルとCPSモデルの適合度検定の自由度はそれぞれ, R(R−1)/2,

1, (R+1)(R− 2)/2であり, 定理 4より, APSモデルとRGSモデルとCPSモデルの尺度
の推定量の漸近バイアスの比は各モデルの自由度の比と一致している.



4. 数値シミュレーション

提案した推定量の精度を調べるため, 各モデルからの隔たりを測る尺度について数値
シミュレーションを行う. 詳細は当日報告する予定である.
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