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概 要
wrapped Cauchy分布のように密度関数がある関数の逆数で定義されるような分布に関す

る EMアルゴリズムの単純な表現について考える. また, sine-skewed circular distributionsと
は別の摂動型の歪対称円周分布族を考え, それに対する単純な EMアルゴリズムに取り組んで
いく. さらに, それらの有限混合モデルについても EMアルゴリズムを与える. 最後に実際の
データを用いて提案された EMアルゴリズムによるパラメータ推定の例を与える.

1 Introduction

摂動型の歪対称な円周分布として確率密度関数が

f(θ) = (1 + λ sin θ)f0(θ), −π ≤ θ < π (1)

で与えられる sine-skewed circular distributionsが知られている (Abe & Pewsey (2011)). ここで,

f0(θ)は θ = 0 の周りで対称な円周分布の確率密度関数であり, パラメータ λ(∈ [−1, 1])は歪みを
表すパラメータである.

分布 (1)は, 任意の対称な円周分布の歪対称化を可能としていること, 三角モーメントが元の
対称分布 f0 の三角モーメントを用いて与えることができること, von Mises分布, cardioid分布,

wrapped Cauchy分布やそれらを特別な場合として含む Jones–Pewsey分布に対しても単峰性が
議論できること等, 様々な良い性質がある. この分布の拡張として, Miyata, Shiohama & Abe

(submitted)は摂動項をベータ関数で置き換えた extended sine-skewed circular distributionsを提
案している. これらの摂動型の歪対称円周分布がある一方, データが half distributionとなる場
合は |λ| = 1 のときでも当てはまりが悪くなる, という問題がある. これに対応するため, まず,

Azzalini & Capitanio (1999, 2003)の円周版である, 次の確率変数変換を考える.

Theorem 1. 確率変数Φが対称分布の確率密度関数 f0を持ち, 確率変数U が一様分布U(0, 1)

に従うとする. また, Gを対称分布の分布関数とし, 関数 tは奇関数であるとする. このとき,

Θ = sgn(G(t(Φ))− U)Φ =

Φ if U ≤ G(t(Φ))

−Φ if U > G(t(Φ))

とすると, f(θ) = 2G(t(θ))f0(θ)となる.
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Proof.

P (Θ ≤ θ) = P (Θ ≤ θ, U ≤ G(t(Φ))) + P (Θ ≤ θ, U > G(t(Φ)))

= P (Φ ≤ θ, U ≤ G(t(Φ))) + P (Φ > −θ, U > G(t(Φ)))

=

∫ θ

−π
P (U ≤ G(t(ϕ))) f0(ϕ)dϕ+

∫ π

−θ
P (U > G(t(ϕ))) f0(ϕ)dϕ

=

∫ θ

−π
G(t(ϕ))f0(ϕ)dϕ+

∫ π

−θ
(1−G(t(ϕ))) f0(ϕ)dϕ

よって,

f(θ) =
d

dθ
P (Θ ≤ θ)

= G(t(θ))f0(θ) + (1−G(t(−θ))) f0((−θ))

= 2G(t(θ))f0(θ)

この定理において奇関数 tと分布関数Gには様々な選び方がある. sine-skewed circular distri-

butionsはGを一様分布 U(0, 1)とし, t(·) = λ sin(·) (|λ| ≤ 1)とする, または, Gを円周一様分布
U(−π, π)とし, t(·) = πλ sin(·) (|λ| ≤ 1) とすれば得られる. sine-skewed circular distributionsで
は |λ| ≤ 1の制約があるので, この制約をより広くするために, 関数Gを Cauchy分布の分布関数
とした

f(θ) = 2

(
1

2
+

1

π
arctan(λ sin θ)

)
f0(θ) (2)

を考える. ここで, λ ∈ (−∞,∞)である. この分布はCauchy分布を用いて歪対称化しているため,

Cauchy sine-skewed circular distributions (CaSSCD)と呼ぶことにする. 特に, base densityが円
周一様分布のとき,

f(θ) =
1

2π
+

1

π2
arctan(λ sin θ)

となり, cardioid分布とは別の円周一様分布の摂動分布が現れ, λ → ±∞のとき, half distribution

に帰着する. sine-skewed circular distributionsでは skew parameter λの範囲が−1 ≤ λ ≤ 1であ
り, データによっては λがパラメータ空間の端点で推定されることがあるが, pdf (2)を持つ分布
ではそのような問題は生じない.

sine-skewed von Mises分布, sine-skewed wrapped Cauchy分布と pdf (2)において base density

f0(θ)を von Mises分布の pdf

fVM (θ) =
1

2πI0(κ)
eκ cos θ, θ ∈ [−π, π), (3)

または wrapped Cauchy分布の pdf

fWC(θ) =
1

2π

1− ρ20
1 + ρ20 − 2ρ0 cos θ

, θ ∈ [−π, π) (4)
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(a) Sine-skewed von Mises densities (SSVM)
with κ = 1 for λ = 0 (dotted), λ = 0.5
(dashed) and λ = 1 (solid).

-3 -2 -1 0 1 2 3
θ

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Density

(b) Cauchy sine-skewed von Mises densities
(CaSSVM) with κ = 1 for λ = 0 (dotted),
λ = 5 (dashed) and λ = 10 (solid).
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(c) Sine-skewed wrapped Cauchy densities
(SSWC) with ρ0 = 0.45 for λ = 0 (dotted),
λ = 0.5 (dashed) and λ = 1 (solid).

-3 -2 -1 0 1 2 3
θ

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Density

(d) Cauchy sine-skewed wrapped Cauchy
densities (CaSSWC) with ρ0 = 0.45 for λ = 0
(dotted), λ = 5 (dashed) and λ = 10 (solid).

図 1: Density functions for the sine-skewed von Mises (SSVM), Cauchy sine-skewed von Mises

(CaSSVM), sine-skewed wrapped Cauchy (SSWC) and Cauchy sine-skewed wrapped Cauchy

(CaSSWC) densities.
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としたときの比較を図1に示す. ここで, κ ∈ (0,∞), ρ0 ∈ (0, 1)である. 位置パラメータµ ∈ [−π, π)

は θ 7→ θ − µとして導入できる.

pdf (2)に対して, circular skewnessと circular kurtosis (see, e.g., Jammalamadaka & SenGupta,

2001; Mardia & Jupp, 1999)を考える: sine-skewed circular distributionsと同様, (2)の Cauchy

sine-skewed circular distributionsの cosineモーメントも base density f0(θ)の cosineモーメント
と等しくなる. すなわち, p = ±1,±2, . . .に対して, αλ,p = Ef [cos pΘ] = α0,p である. ここで,

α0,p は対称な base density f0 の p次の cosineモーメントである. Cauchy sine-skewed circular

distributionsの sineモーメント

βλ,p = Ef [sin pΘ] =
2

π

∫ π

−π
sin pθ arctan(λ sin θ)f0(θ)dθ

は数値的に求めることになる.

p次の平均合成ベクトル長と p次の平均方向は, それぞれ,

ρp =
√

α2
0,p + β2

λ,p, µp = arg{α0,p + iβλ,p}.

特に, ρ ≡ ρ1 =
√
α2
0,1 + β2

λ,1

√
(ρ−

√
ρ2 − 1)2 + β2

λ,1 であり, µ ≡ µ1 = arg {α0,1 + iβλ,1} とな
る. circular varianceと circular standard deviationは

V = 1− ρ = 1−
√
α0,1

2 + β2
λ,1,

σ = {−2 log(1− V )}1/2 = [− log{α2
0,1 + β2

λ,1}]1/2.

により与えられる. 平均方向 µ周りの 2次の cosineモーメントと sine モーメントである ᾱ2 =

E{cos 2(Θ− µ)} と β̄2 = E{sin 2(Θ− µ)}, は

ᾱ2 = E{cos 2(Θ− µ)} = E(cos 2Θ) cos 2µ+ E(sin 2Θ) sin 2µ

= E(cos 2Θ)(cos2 µ− sin2 µ) + 2E(sin 2Θ) cosµ sinµ

= α0,2

α2
0,1 − β2

λ,1

ρ21
+ 2βλ,2

α0,1βλ,1
ρ21

=
α0,2(α

2
0,1 − β2

λ,1) + 2α0,1βλ,1βλ,2

α0,1
2 + β2

λ,1

と

β̄2 = E{sin 2(Θ− µ)} = E(sin 2Θ)(cos2 µ− sin2 µ)− 2E(cos 2Θ) cosµ sinµ

=
βλ,2(α

2
0,1 − β2

λ,1)− 2α0,2α0,1βλ,1

α0,1
2 + β2

λ,1

であり, circular skewness と kurtosisは γ1 = β̄2/V
3/2 と γ2 = (ᾱ2 − ρ4)/V 2 であり,

γ1 =
βλ,2(α

2
0,1 − β2

λ,1)− 2α0,2α0,1βλ,1

(1−
√

α0,1
2 + β2

λ,1)
3/2(α0,1

2 + β2
λ,1)
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と

γ2 =

α0,2(α
2
0,1 − β2

λ,1) + 2α0,1βλ,1βλ,2

α0,1
2 + β2

λ,1

− (α0,1
2 + β2

λ,1)
2

(1−
√
α0,1

2 + β2
λ,1)

2

=
α0,2(α

2
0,1 − β2

λ,1) + 2α0,1βλ,1βλ,2 − (α0,1
2 + β2

λ,1)
3

(1−
√

α0,1
2 + β2

λ,1)
2(α0,1

2 + β2
λ,1)

により与えられる. 図 2では γ1 と γ2 の等高線図を与えている.

(a) γ1 for CaSSVM (b) γ2 for CaSSVM
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図 2: Contour plots of the skewness and kurtosis measures for the Cauchy sine-skewed von Mises

(CaSSVM) and Cauchy sine-skewed wrapped Cauchy (CaSSWC) distributions.

円周分布のパラメータ推定において, 通常 von Mises分布のように最尤推定解が単純な形で与え
られる場合は稀で, その他の円周分布については通常, 数値計算アルゴリズムに頼らざるを得ない.

Cauchy分布の circular版である wrapped Cauchy分布の最尤推定のためのアルゴリズムはKent

& Tyler (1988)で与えている一方, その他の角度分布の推定アルゴリズムについてはあまり研究が
されていない. 本論文では, Abe (submitted)のアイディアを援用し, wrapped Cauchy分布のよ
うに, 密度関数が逆数で表現できるような分布に対するEMアルゴリズムの単純な表現を考えてい
く. また, その歪対称化として pdf (2)において base density f0(θ)を von Mises分布 (3), または,
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wrapped Cauchy分布 (4)としたときの Cauchy sine-skewed circular distributionsについて単純
な EMアルゴリズムに取り組んでいく. Cauchy sine-skewed von Mises(CaSSVM)分布の pdfは

f(θ) = 2

(
1

2
+

1

π
arctan(λ sin θ)

)
1

2πI0(κ)
eκ cos θ, (5)

であり, Cauchy sine-skewed wrapped Cauchy(CaSSWC)分布の pdfは

f(θ) =

√
ρ21 − 1

π

(
1

2
+

1

π
arctan(λ sin θ)

)
1

ρ1 − cos θ
(6)

である. ただし, κ ∈ (0,∞), ρ1 = (1 + ρ20)/(2ρ0) ∈ (1,∞), λ ∈ (−∞,∞)である. 注意点として,

λ = 0とすると, それぞれ base densityに帰着するが, (6)ではEMアルゴリズムの表現を単純化に
するために リパラメトライズがされている.

2 A simple EM algorithm for the Cauchy type distributions on

the circle

2.1 A reparametrization of the wrapped Cauchy distribution and its simple

EM algorithm

まず, 次のように確率密度関数を表現しておく. fWC(θ)は wrapped Cauchy分布の pdfとし,

k0(θ)をその密度部分

fWC(θ) =

(∫ π

−π
k0(θ)dθ

)−1

k0(θ)

とする. このとき, k0(θ) = (ρ1 − cos(θ − µ))−1となり, pdf (4)の fWC(θ)は

fWC(θ) =

(∫ π

−π
k0(θ)dθ

)−1

k0(θ) =

√
ρ21 − 1

2π

1

ρ1 − cos(θ − µ)

と表現できる. ここで, µ ∈ [−π, π), ρ1 = (1 + ρ20)/(2ρ0) ∈ (1,∞)である. Abe (submitted)と同
様にして, 完全密度を

f(θ, y0) =

(∫ π

−π
k0(θ)dθ

)−1

exp

(
− y0
k0(θ)

)
=

√
ρ21 − 1

2π
exp {−y0(ρ1 − cos(θ − µ))} (7)

とする. 完全密度 (7)は Abe & Ley (2017)は確率密度関数において, α = β = 1, λ = 0としたも
のと同値である. 完全密度 (7)に対して, 完全対数尤度関数は

ℓc(ξ) = −n log(2π) +
n

2
log(ρ21 − 1)−

n∑
i=1

y0i {ρ1 − cos(θi − µ)}

により与えられる. ここで, ξ = (µ, ρ)⊤である. これより,いわゆるQ関数Q(ξ; ξ(k)) = E[ℓc(ξ)|Θ =

θ]は

Q(ξ; ξ(k)) = −n log(2π) +
n

2
log(ρ21 − 1)−

n∑
i=1

ρ1 − cos(θi − µ)

ρ
(k)
1 − cos(θi − µ(k))
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となる. Q関数を µと ρ1に関してそれぞれ微分すると, 更新式の解は

µ(k+1) = arg

(
n∑

i=1

cos θi

ρ
(k)
1 − cos(θi − µ(k))

+ i

n∑
i=1

sin θi

ρ
(k)
1 − cos(θi − µ(k))

)
,

ρ
(k+1)
1 =

√
1 + 4R(µ(k), ρ

(k)
1 )2 + 1

2R(µ(k), ρ
(k)
1 )

(> 1)

で与えられる. ここで, R1(µ
(k), ρ

(k)
1 )は

R1(µ
(k), ρ

(k)
1 ) =

1

n

n∑
i=1

1

ρ
(k)
1 − cos(θi − µ(k))

(> 0)

である. また,

ρ̂0 = ρ̂∗1 −
√
ρ̂∗21 − 1

(
ρ̂∗1 = lim

k→∞
ρ̂
(k)
1

)
とすれば, (4)における ρ0のMLEが得られる.

Remark. この推定アルゴリズムにおいて関数 kの値を k(θ) = (1−ρ2 cos(θ−µ))−1 (ρ2 ∈ [0, 1))

とリパラメトライズしても同様に wrapped Cauchy分布に対する EMアルゴリズムの陽的な解を
与えることができる:

R2(µ
(k), ρ

(k)
2 , µ(k+1)) =

1

n

n∑
i=1

cos(θi − µ(k+1))

1− ρ
(k)
2 cos(θi − µ(k))

とすると, µ(k+1)と ρ
(k+1)
2 は

µ(k+1) = arg

(
n∑

i=1

cos θi

1− ρ
(k)
2 cos(θi − µ(k))

+ i

n∑
i=1

sin θi

1− ρ
(k)
2 cos(θi − µ(k))

)

と

ρ
(k+1)
2 =

√
1 + 4R2(µ(k), ρ

(k)
2 , µ(k+1))2 − 1

2R2(µ(k), ρ
(k)
2 , µ(k+1))

で与えられる. ρ
(k+1)
2 の推定において µ(k+1) があるが, wrapped Cauchy分布の EMアルゴリズ

ムによる推定に関しては困難は生じない. しかし, 後の歪対称化でこちらのリパラメトライズした
wrapped Cauchy分布を用いると, EMアルゴリズムの表現を行う際に困難が生じる.

2.2 EM algorithm for the circular t distribution

k0(θ; ξ) = (1− ρ cos(θ− µ))−1とし, k0(θ; ξ, ν) = k0(θ; ξ)
ν = (1− ρ cos(θ− µ))−ν とする. ここ

で, (µ, ρ, ν)⊤ ∈ [−π, π)× [0, 1)× (0,∞) である. このとき, Θのmarginalは,

fΘ(θ) =

(∫
SΘ

k0(θ)dθ

)−1

k0(θ) =
(1− ρ)ν

2π 2F1

(
ν, 12 ; 1;−

2ρ
1−ρ

)(1− ρ cos(θ − µ))−ν
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により与えられる. ここで, 2F1はGauss hypergeometric functionであり,

2F1 (α, β; γ; z) =
1

B(β, γ − β)

∫ 1

0

tβ−1(1− t)γ−β−1

(1− zt)α
dt, γ > β > 0

により定義される (Gradshteyn & Ryzhik (2015), Eq. (9.111), p. 1014). 完全密度を

f(θ, y0) =

(∫ π

−π
k0(θ; ξ, ν)dθ

)−1

exp

(
− y

1/ν
0

k0(θ; ξ)

)

=
(1− ρ)ν

2πΓ (1 + ν) 2F1

(
ν, 12 ; 1;−

2ρ
1−ρ

) exp
{
−y

1/ν
0 (1− ρ cos(θ − µ))

}

とすると, Q関数は

Q(ξ; ξ(k)) = −n log Γ (1 + ν)− n log

(
2F1

(
1

2
, ν; 1;

2ρ

1 + ρ

))
− ν

n∑
i=1

1− ρ cos(θi − µ)

1− ρ(k) cos(θi − µ(k))
.

一般に, νが既知のときでさえ, ρに関しては数値的に計算するしかないが, µに関しては単純な更
新式を得ることができる: このQ関数を µに関して微分して,

µ(k+1) = arg

(
n∑

i=1

ρ(k) cos θi

1− ρ(k) cos(θi − µ(k))
+ i

n∑
i=1

ρ(k) sin θi

1− ρ(k) cos(θi − µ(k))

)

が得られる.

ν = 1の場合はwrapped Cauchy分布であり, この場合は µと ρについて単純な更新式が得られ
たが, ν = 2の場合も µと ρについて単純な更新式が得られる: ν = 2のとき, Q関数は

Q(ξ; ξ(k)) = −n log(2π) +
3

2
n log

(
1− ρ2

)
− 2

n∑
i=1

1− ρ cos(θi − µ)

1− ρ(k) cos(θi − µ(k))

となる. ρに関して微分することにより,

ρ(k+1) =

√
1 + 4C2(ρ(k))2 − 1

2C2(ρ(k))

となる. ここで C2(ρ
(k))は

C2(ρ
(k)) =

2

3n

n∑
i=1

cos(θi − µ(k+1))

1− ρ(k) cos(θi − µ(k))

である.

ν ≥ 3のとき, 更新式は単純な形式とはならず, 数値的に求めることになる. また, scale ν が未
知のとき, 陽的な表現はできないので, 一般的な数値的手法に頼らざるを得ない.
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3 Properties of the Cauchy sine-skewed circular distributions

3.1 Marginal and conditional distributions

Abe (submitted)と同様にして,

k1(θ, w) =
1

1 + (w − λ sin θ)2
, k0(θ; ρ) =

1

ρ1 − cos θ

とし, 完全密度

f(θ, w, y1, y0) =

(∫ π

−π

∫ ∞

0
k1(θ, w)k0(θ; ρ)dwdθ

)−1

exp

(
− y1
k1(θ, w)

− y0
k0(θ; ρ)

)
=

√
ρ21 − 1

π2
exp

{
−y1

(
1 + (w − λ sin θ)2

)}
exp {−y0 (ρ1 − cos θ)}

(θ, w, y1, y0) ∈ [−π, π)× [0,∞)× [0,∞)× [0,∞)

を考える. このとき, Θの周辺分布の pdfは (6)である. 同時分布の密度関数は

f(θ, w) =

(∫ π

−π

∫ ∞

0
k1(θ, w)k0(θ; ρ)dwdθ

)−1

k1(θ, w)k0(θ; ρ) =
1

π2

1

1 + (w − λ sin θ)2

√
ρ21 − 1

ρ1 − cos θ

であり, また,

f(θ, y0) =

(∫ π

−π

∫ ∞

0
k1(θ, w)k0(θ; ρ)dwdθ

)−1 ∫ ∞

0
k1(θ, w)dw exp

(
− y0
k0(θ; ρ)

)
=

√
ρ21 − 1

π

(
1

2
+

1

π
arctan(λ sin θ)

)
exp {−y0 (ρ1 − cos θ)}

である. これより,

f(w, y1, y0|θ) =
(∫ ∞

0
k1(θ, w)dwk0(θ; ρ)

)−1

exp

(
− y1
k1(θ, w)

− y0
k0(θ; ρ)

)
=

1

π

ρ1 − cos θ
1

2
+

1

π
arctan(λ sin θ)

exp
{
−y1

(
1 + (w − λ sin θ)2

)
− y0 (ρ1 − cos θ)

}
,

(f(w, y1|θ) =)f(w, y1|θ, y0) =
f(θ, w, y1, y0)

f(θ, y0)
=

(∫ ∞

0
k1(θ, w)dw

)−1

exp

(
− y1
k1(θ, w)

)
=

1

π

1(
1

2
+

1

π
arctan(λ sin θ)

) exp
{
−y1

(
1 + (w − λ sin θ)2

)}
.

これより, E-stepは

E [Y1|Θ = θ] =
1

2
+

λ sin θ

2π(1 + λ2 sin2 θ)G(λ sin θ)
,

E [Y0|Θ = θ] = k0(θ; ρ),

E [Y1W |Θ = θ] =
1

π

1

G(θ)

{
1

2
+

π

2
λ sin θG(θ)

}
=

1

2πG(λ sin θ)
+

λ

2
sin θ.

これらの準備の下, CaSSWCの単純な EMアルゴリズムを与えることが出来る. 詳細について
は当日報告する.
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