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1 はじめに
多項式環のグレブナー基底の理論を統計学の諸問題に適用する研究は，1990年代に誕
生し，計算代数統計という魅力的な融合分野の発展へと繋がった．その発端となった研究
のひとつ，Pistone and Wynn ([8]) は，実験計画法における母数の識別可能性の代数幾何
学的な記述方法を与えたものである．以来，計算代数統計において，実験計画法は重要
な応用分野のひとつである．一部実施計画の指示関数は，Fontana, Pistone and Rogantin

([4]) により，2水準計画に関して与えられた．ここで示された，計画とその指示関数の 1

対 1対応により，一部実施計画における様々な概念は，対応する指示関数の性質に翻訳す
ることができる．例えば図 1の 2つの 2水準計画 F1 と F2 の指示関数はそれぞれ

F1

x1 x2 x3 x4 x5
1 1 1 1 1
1 1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 1
1 −1 −1 −1 −1

−1 1 1 −1 −1
−1 1 −1 −1 1
−1 −1 1 1 −1
−1 −1 −1 1 1

F2

x1 x2 x3 x4
1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1

−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1

図 1: 2水準一部実施計画の例．左 (F1)は定義関係が x1x2x4 = x1x3x5 = 1 で与えられる
レギュラーな一部実施計画．右 (F2)はレギュラーでない一部実施計画の例．
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となる．これが指示関数であることは，例えば，F1 の 8点については f1(x1, . . . , x5) = 1，
F1 に含まれない 24 点については f1(x1, . . . , x5) = 0 となることから確認できる．このよ
うに，n個の 2 水準因子の一部実施計画の指示関数は，水準を {+1,−1} に取ることによ
り，x1, x2, . . . , xn の平方自由な多項式

f(x1, . . . , xn) =
∑

a∈{0,1}n
θax

a (1)

として一意的に表現できる．ここで，xa =
n∏

i=1

xai
i ，a = (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n とおいた．

指示関数の係数 {θa}a∈{0,1}n は，その計画のすべての情報をもっている．例えば，上の指
示関数 f1，f2 から，計画 F1，F2 について以下が分かる．

• 定数項 θ(0,...,0) は，その計画の一部実施度を表す．例えば，F1 は 25 完全実施計画
の 1/4実施計画であり，F2 は 24 完全実施計画の 3/8 実施計画である．

• 1次の項 θa,
∑

j aj = 1は，対応する因子の水準の「バランス」を表す．例えば F1 は，
θ(1,0,0,0,0) = · · · = θ(0,0,0,0,1) = 0から，いずれの因子についても 2水準が同数づつ現れ
る計画（equireplicated計画）であることが分かる．一方 F2 は，θ(1,0,0,0) = θ(0,1,0,0) =

θ(0,0,1,0) = 0 から，因子 x1, x2, x3 については水準数が同数であるが，θ(0,0,0,1) �= 0 か
ら，因子 x4 については水準数が不揃いな計画であることが分かる．

• 2次の項 θa,
∑

j aj = 2 は，対応する 2つの因子の「直交性」を表す．例えば F1 は，
θ(1,1,0,0,0) = · · · = θ(0,0,0,1,1) = 0 から，直交計画であることが分かる．一方 F2 は，
θ(1,0,0,1) = θ(0,1,0,1) = θ(0,0,1,1) = 0 より，因子 x4 は他の 3因子のいずれとも直交して
いるが，θ(1,1,0,0), θ(1,0,1,0), θ(0,1,1,0) �= 0 より，因子 x1, x2, x3 は互いに直交しないこと
が分かる．

このように，2水準計画については，直交性（分解能，aberration）の概念は，指示関数
の係数と直接的な関係がある．特に，2水準計画のレギュラーな一部実施計画については，
その指示関数の構造は完全に解明されている（[10]）．
[4]では，上記の指示関数の性質を，以下のように，計画の分類に利用した．2水準計画
の指示関数 (1) において，その係数 {θa}a∈{0,1}n は，代数方程式系

θa =
∑

a′∈{0,1}n
θa′θa+a′ , a ∈ {0, 1}n, (2)

を満たす．ここで，和 a+a′ は「mod 2」での演算と定義する．この代数方程式系に，直
交性などの性質に対応する制約を加えた代数方程式系を考えれば，その解は，与えられた
性質をもつすべての計画に対応する．つまり，代数方程式系を解いてすべての計画を列挙
し，それを同値類に分類すればよい．「代数方程式系の求解」は，グレブナー基底の理論
が適用されるもっとも基本的な問題である．
本研究では，上記の理論を一般の計画に拡張する．一般の計画では，計画の直交性など
の概念と指示関数の係数との関係は，自明ではない．例えば，定義関係が x1 + x2 + x3 =
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x1 + 2x2 + x4 = 0 (mod 3) で表されるレギュラーな 3水準計画の指示関数は，以下のよ
うに複雑な形になる．
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多水準計画の指示関数について，[7]は，水準に複素数を用いる方法を提案した．これ
は，例えば 3水準計画では，{−1, 0, 1} などの代わりに，1 の 3乗根 w = exp(2π

√−1/3)

をもちいて水準を {1, w, w2} ととるものである．また [2] は，実数係数で指示関数を構築
する方法を提案した．本研究では，有理数係数で指示関数を構築する方法を提案する．こ
れは，標準的な計算代数ソフトウェアが，係数体として有理数体あるいは有限体Z/pZで
の計算を実装していることが理由である．本研究では，2水準計画における代数方程式系
(2)や，直交性などの性質に対応する制約を，一般の計画の指示関数について拡張する．

2 一部実施計画の指示関数
まず，計画の指示関数に関する基本的な結果をまとめる．これらは，計画上の補間多項
式の理論にもとづく結果であり，[8] により示されたグレブナー基底の統計学への最初の
応用でもある．詳しくは，[6] あるいは [3] の Chapter 5 などを参照されたい．
x1, . . . , xn を n 個の因子とする．j = 1, . . . , n について，因子 xj の水準の集合を Aj ⊂

Q とおく．Q は有理数体である．Aj の要素数を rj = #Aj とし，rj ≥ 2 と仮定する
（j = 1, . . . , n）．D = A1 × · · · × An を，因子 x1, . . . , xn の完全実施計画という．後のた
め，添字集合を I = {(i1, . . . , in) ∈ [r1] × · · · [rn]} と定義する．ここで自然数 k につい
て [k] = {1, 2, . . . , k} とした．I を使い，計画 D を D = {di ∈ Qn : i ∈ I} と表す．
j = 1, . . . , n について，水準を Aj = [rj] とすれば，I は D と一致する．
D の部分集合を一部実施計画という．一部実施計画 F ⊂ D は，I の部分集合 I ′ をも
ちいて F = {di ∈ D : i ∈ I ′} と表すことができる．計画に含まれる点の数を計画のサ
イズという．特に，完全実施計画 D のサイズをm =

∏n
j=1 rjとおく．

係数を Q にとる n変数多項式環をQ[x1, . . . , xn] とおく．計画 F ⊂ Qn について，F

の各点で 0 となる Q[x1, . . . , xn] の多項式の集合を

I(F ) = {f ∈ Q[x1, . . . , xn] : f(d) = 0, ∀d ∈ F}

と書く．I(F ) は多項式環 Q[x1, . . . , xn] のイデアルであり，計画 F の計画イデアルとよ
ぶ．計画イデアルは，計画を代数的に扱うための基本的な道具であり，[8] により導入さ
れた．すべての f ∈ I(F )について f(d) = 0となる点d ∈ Qnの集合は，F に他ならない．
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完全実施計画 D の計画イデアルは I(D) =
〈
x
rj
j − gj, j = 1, . . . , n

〉
と書ける．ただし

gj は次数が rj よりも小さい Q[xj] の多項式である．つまりG =
{
x
rj
j − gj, j = 1, . . . , n

}
は I(D) の生成系である．さらに G は，任意の単項式順序に関する I(D) の被約グレブ
ナー基底である．G の元のイニシャル単項式の集合は {xrj

j , j = 1, . . . , n} であり，これ
らで割り切れない単項式の集合を

Est(D) =

{
xa =

n∏
j=1

x
aj
j : a ∈ L

}
,

L = {a = (a1, . . . , an) ∈ Zn
≥0 : 0 ≤ aj ≤ rj − 1, j = 1, . . . , n}

と書く．Z≥0 は非負整数を表す．このときLは m個の元からなる．計画 D = {di ∈ Qn :

i ∈ I} と L から，モデル行列をX = [da
i ]i∈I;a∈L と定義する．ここで，da

i =
∏n

j=1 d
aj
ij で

あり，dij は因子 j の実験 i ∈ I に対応する水準である．I と L の元を適当に順序付け
て，X を m×m 行列とみる．X は非特異行列となる．
多項式環 Q[x1, . . . , xn] の，計画イデアル I(D) ∈ Q[x1, . . . , xn] による剰余環を

Q[x1, . . . , xn]/I(D) = {[f ] : f ∈ Q[x1, . . . , xn]}

と定義する．ただし [f ] = {g ∈ Q[x1, . . . , xn] : f − g ∈ I(D)}と定義する．二つの多項式
モデル f と g が D 上で交絡するとは，f − g ∈ I(D) であることと同値である．従って，
剰余環の元 [f ] ∈ Q[x1, . . . , xn]/I(D) は，D 上で f と交絡する多項式 g ∈ Q[x1, . . . , xn]

の集合となる．Est(D) は，剰余環 Q[x1, . . . , xn]/I(D) のQ-ベクトル空間としての基底を
なす．詳しくは [6] の Theorem 15 を参照されたい．
完全実施計画 D = {di ∈ Qn : i ∈ I} 上で観測される有理数の値をとる観測値を

y = (yi)i∈I とする．ここで，多項式 f ∈ Q[x1, . . . , xn] を，D 上の応答関数，つまり，
D 上の Q 値関数全体なすベクトル空間の元とみる．応答 y の補間多項式とは，多項式
f ∈ Q[x1, . . . , xn] で f(di) = yi, i ∈ I を満足するものをいう．このとき， Est(D) が
Q[x1, . . . , xn]/I(D)の基底をなすことから，y の補間多項式は一意的な表現

f(x1, . . . , xn) =
∑
a∈L

θax
a, (3)

をもつことが従う．ここで，m× 1 列ベクトル θ = (θa)a∈L は，m× 1 列ベクトル y か
ら θ = X−1y と定まる．詳しくは [6] の Theorem 26 を参照されたい．

定義 1 ([4]). F ⊂ D を一部実施計画とする．F の指示関数とは，D 上の応答関数 f で

f(d) =

{
1, if d ∈ F,

0, if d ∈ D \ F

を満足するものをいう．
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上述の補間多項式の理論より，指示関数は以下のように構成できる．一部実施計画F ⊂ D

を，添字集合の部分集合 I ′ ⊂ I をもちいて F = {di ∈ D : i ∈ I ′} と書く．このとき，
応答 y = (yi)i∈I を

yi =

{
1, if i ∈ I ′

0, if i ∈ I \ I ′ (4)

と定めれば，計画 F の指示関数は y の補間多項式に他ならない．補間多項式の表現の一
意性より，指示関数の表現も一意的となる．

3 直交計画の指示関数の特徴付け
一般の設定で，計画と指示関数の関係を考える，まず，2水準計画についての代数方
程式系 (2)を一般の場合に拡張する．多項式 f ∈ Q[x1, . . . , xn] が，ある一部実施計画
F ⊂ D = {di ∈ Qn : i ∈ I} の指示関数であることと，f 2 − f ∈ I(D) であること，つま
り f と f 2 が剰余環Q[x1, . . . , xn]/I(D) の同じ同値類に属すことは同値である．従って，
式 (3)で表される f が，ある計画の指示関数であるとき，

∑
a∈L

θax
a =

(∑
a∈L

θax
a

)2

mod I(D)

=
∑
a1∈L

∑
a2∈L

θa1θa2x
a1+a2 mod I(D)

が成り立つ．ここで，G に関する
∑
a1∈L

∑
a2∈L

θa1θa2x
a1+a2 の標準表示を

r =
∑
a∈L

μax
a (5)

と書く．つまり，
∑
a1∈L

∑
a2∈L

θa1θa2x
a1+a2 を I(D) の被約グレブナー基底 G で割ったとき

の一意的な余りを r とおく．このとき以下がいえる．

命題 1 ([4]のProposition 3.7の一般化). 式 (3)で与えられる多項式 f が，ある計画の指
示関数であることは，代数方程式系

θa = μa, a ∈ L (6)

を満足することと同値である．ただし μa は式 (5) で与える．

証明. グレブナー基底の性質より．詳しくは [3]の Chapter 2 を参照されたい． �
次に，与えられた性質を持つ計画の指示関数の構造を考える．これは，代数方程式系

(6)に付け加える制約として表現される．ここで，式 (3)の指示関数の係数 θ がθ = X−1y

5



により与えられたことに注目する．与えられた計画に対して式 (4)で {0, 1}m のベクトル
y = (yi)i∈I を定義するとき，計画の性質は定数ベクトル c ∈ Qm をもちいた

cTy = s, s ∈ Q (7)

の形で与えられる．例えば，サイズが s の計画に対応する y ∈ {0, 1}m は，制約 1T
my = s

を満たす（1m = (1, . . . , 1)T は m× 1 列ベクトル）．また，直交計画などの性質も，対比
ベクトル c を使って式 cTy = 0 の形で与えられる．
対比ベクトル c は，対比行列として以下で定義する．以下の定義において．各 J ⊂ [n]

と i = (i1, . . . , in) ∈ I について，iの添字∏
j∈J [rj]への制限を iJ と書く（例えば，n = 4，

J = {1, 2, 4} のとき，iJ = (i1, i2, i4) などである）．さらに，J と ĩ の最初の成分を区別
して J = (j1, J2)，ĩ = (̃i1, ĩ2) と書く．

定義 2. m×m 行列 C を，CT =
[
1m | CT

1 | CT
2 | · · · | CT

n

]
と定め，これを対比行列と

よぶ．ここで，Ck は vk ×m 行列で，

vk =
∑

J⊂[n],#I=k

(∏
j∈J

(rj − 1)

)

である．CT
k は，m× 1 列ベクトルの集合{

cJ(ĩ) = {cJ(ĩ)(i)}i∈I : J ⊂ [n],#J = k, ĩ ∈
∏
j∈J

[rj − 1]

}

からなる．ただし，#J = 1 について

cJ (̃i)(i) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, iJ = 1,

−1, iJ = ĩ+ 1,

0, otherwise,

#J ≥ 2 について

cJ(ĩ)(i) =

{
cJ2(ĩ2)(i), if ij1 = ĩ1,

0, otherwise

と定める．

対比行列をもちいて，計画のサイズ，直交性を表現する．ここで，計画 F ⊂ D が強度
t (t ≤ n) の直交計画であるとは，任意の t 個の因子について，すべての水準の組み合わ
せが同数ずつ F に含まれることをいう．この定義は直交配列の理論に関する用語であり，
詳しくは [9] の Chapter 7 を参照されたい．
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命題 2. y ∈ {0, 1}m を式 (4)で与えられるD 上の応答とするとき，一部実施計画 F =

{di ∈ D : i ∈ I ′} がサイズ s で強度 t の直交計画であることは，

Cy =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1T
my

C1y
...

Cty

Ct+1y
...

Cmy

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

s

0v1
...

0vt

∗
...

∗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

と同値である．ただし 0� = (0, . . . , 0)T は成分が 0 の �× 1 列ベクトルである．

命題 2 と θ = X−1y より，代数方程式系 (6)に追加する，サイズ s，強度 t (t ≤ n) の
直交性の制約は

1T
mXθ = s, C�Xθ = 0v� , � = 1, . . . , t

となる．
さらに，直交性に対応する，指示関数の別表現を与える．指示関数 (3)に対して，非特
異な線型変換 θ 
→ μ = CXθを考え，対応する変数 z を z = ((CX)−1)Tx で定義する．
このとき，指示関数の z = {zJ(ĩ) : J ⊂ [n], ĩ ∈ ∏

j∈J [rj − 1]} に関する表現
f(z) =

∑
J⊂[n],̃i∈∏j∈J [rj−1]

μJ(ĩ)zJ(ĩ) (8)

を，対比表現とよぶ，
対比表現から，計画のサイズと直交性を直接読み取ることができる．例えば，対比表現
の定数項 μ∅ は計画のサイズを表す．また，

μJ(ĩ) = 0 for #J = 1, ĩ ∈
∏
j∈J

[rj − 1]

は equireplicated 計画に対応する．
指示関数，あるいはその対比表現について，代数方程式系の解を求めることで，与えら
れたサイズ，直交性の性質をもつ一部実施計画のリストを得ることができる．さらに，得
られた解集合について，水準の入れ替えや（可能な）因子の入れ替えによる群作用の同値
類を考えることで，与えられた性質をもつ計画の分類が得られる．ただし，同値類への分
類は，3水準以上の因子を含む場合には自明ではない．詳しくは，[1]を参照されたい．

4 23 × 3，24 × 3 計画の一部実施計画の分類
計算代数ソフトウェア Macaulay2 ([5])をもちいて，与えられた直交性をもつ一部実施
計画の列挙，分類を行った．以下の計算は，laptop 計算機（2.80 GHz CPU，8 GB メモ
リ）上にインストールした仮想マシン (vmware)上で行った．仮想マシンのメモリは 512

MB である．

7



4.1 23 × 3 計画の強度2の直交計画
23 × 3 計画の一部実施計画のうち，強度 2の直交計画を列挙する．まず，可能なサイズ
を確認するために，サイズ s に関する消去を行ったところ，計算時間は 0.1秒未満で

I ∩Q[s] =
〈
s3 − 36s2 + 288s

〉
= 〈 s(s− 12)(s− 24) 〉

を得た．つまり，可能な計画サイズは s = 12 のみである．この計画サイズを固定して直
交計画を求めたところ，解は 44 個あり，以下の 3つの同値類に分類された．

• Type (a): 2 relations.
1

2
+

1

2
x1x2x3

12− 3z123(111),

• Type (b): 6 relations.

1

2
+

1

2
x1x2x3 − 1

2
x1x2x3x4 − 1

2
x1x2x3x

2
4

12− z123(111) − z1234(1112),

• Type (c): 36 relations.

1

2
+

1

2
x1x2x3 − 1

2
x1x3x4 − 1

2
x1x2x3x

2
4

12− z123(111) + z134(111) + 2z134(112) + z1234(1111) + z1234(1112),

Type(a)
x1 x2 x3 x4
1 1 1 −1
1 1 1 0
1 1 1 1
1 −1 −1 −1
1 −1 −1 0
1 −1 −1 1

−1 1 −1 −1
−1 1 −1 0
−1 1 −1 1
−1 −1 1 −1
−1 −1 1 0
−1 −1 1 1

Type(b)
x1 x2 x3 x4
1 1 1 −1
1 1 1 0
1 1 −1 1
1 −1 1 1
1 −1 −1 0
1 −1 −1 −1

−1 1 1 1
−1 1 −1 0
−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 1 0
−1 −1 −1 1

Type(c)
x1 x2 x3 x4
1 1 1 −1
1 1 1 0
1 1 −1 1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 0
1 −1 −1 1

−1 1 1 1
−1 1 −1 0
−1 1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 −1 1 0
−1 −1 −1 −1

図 2: 23 × 3 の一部実施計画のうち強度 2の直交計画

上のリストのうち，Type (a) は x1x2x3 = 1 で与えられるレギュラーな一部実施計画のク
ラスで，Type (b), Type (c) はレギュラーでない一部実施計画のクラスである．図 2にお
ける両者の違いは第 4列のみであり，(x1, x2, x3)の水準が一意な行について，x4の水準が
すべて等しいのが Type (b)，x4 の水準が 2通りあるのが Type (c) である．また，直交
表 OA(12, 3124) から列を選んでできる計画は，すべて Type (c) に分類される．
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4.2 24 × 3 計画の強度3の直交計画
同様に 24 × 3計画の一部実施計画を考える．このサイズでは，強度 2の直交計画は計算
困難であり，強度 3の直交計画の列挙を行った．可能なサイズは s = 24 のみであり，以
下の 3つの同値類に分類される 56個の解が得られた．

• Type (a): 2 relations.
1

2
+

1

2
x1x2x3x4

24 + 3z1234(1111),

• Type (b): 6 relations.

1

2
− 1

2
x1x2x3x4 − 1

2
x1x2x3x4x5 +

1

2
x1x2x3x4x

2
5

24− z1234(1111) + z12345(11111) + z12345(11112),

• Type (c): 48 relations.

1

2
− 1

2
x1x2x3x4 − 1

2
x1x2x4x5 +

1

2
x1x2x3x4x

2
5

24− z1234(1111) − z1245(1111) − 2z1245(1112) − z12345(11112),

Type(a)
x1 x2 x3 x4 x5

−1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 0
−1 −1 −1 −1 1
−1 −1 1 1 −1
−1 −1 1 1 0
−1 −1 1 1 1
−1 1 −1 1 −1
−1 1 −1 1 0
−1 1 −1 1 1
−1 1 1 −1 −1
−1 1 1 −1 0
−1 1 1 −1 1
1 −1 −1 1 −1
1 −1 −1 1 0
1 −1 −1 1 1
1 −1 1 −1 −1
1 −1 1 −1 0
1 −1 1 −1 1
1 1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 0
1 1 −1 −1 1
1 1 1 1 −1
1 1 1 1 0
1 1 1 1 1

Type(b)
x1 x2 x3 x4 x5

−1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 1 0
−1 −1 −1 1 1
−1 −1 1 −1 1
−1 −1 1 −1 0
−1 −1 1 1 −1
−1 1 −1 −1 1
−1 1 −1 −1 0
−1 1 −1 1 −1
−1 1 1 −1 −1
−1 1 1 1 0
−1 1 1 1 1
1 −1 −1 −1 1
1 −1 −1 −1 0
1 −1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 −1
1 −1 1 1 0
1 −1 1 1 1
1 1 −1 −1 −1
1 1 −1 1 0
1 1 −1 1 1
1 1 1 −1 1
1 1 1 −1 0
1 1 1 1 −1

Type(c)
x1 x2 x3 x4 x5

−1 −1 −1 −1 1
−1 −1 −1 1 0
−1 −1 −1 1 −1
−1 −1 1 −1 1
−1 −1 1 −1 0
−1 −1 1 1 −1
−1 1 −1 −1 −1
−1 1 −1 −1 0
−1 1 −1 1 1
−1 1 1 −1 −1
−1 1 1 1 0
−1 1 1 1 1
1 −1 −1 −1 −1
1 −1 −1 −1 0
1 −1 −1 1 1
1 −1 1 −1 −1
1 −1 1 1 0
1 −1 1 1 1
1 1 −1 −1 1
1 1 −1 1 0
1 1 −1 1 −1
1 1 1 −1 1
1 1 1 −1 0
1 1 1 1 −1

図 3: 24 × 3 の一部実施計画のうち強度 3の直交計画

23 × 3 計画のときと似た結果となった．
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