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要約 ピットマン確率分割の条件付き確率分割 S ∈ Pn,k|S ∈ Pν,κ, n < ν からランダムにサブ
サンプルを取り出す逆過程を調べ, S ∈ Pn,k による (ν, κ) の予測を行う. 関連する確率標本, 予測
量にも触れる.

1 まえがき

生態学調査データと数の確率分割 生態学調査の基本データは観測・捕獲した種 Ci の個体数
ci, 1 ≤ i ≤ k, である. n :=

∑k
i=1 ci, k, はそれぞれ, 観測・捕獲した個体総数, 種の数である. 伝

統的には種 Ci の生存確率 を推定するが, 観測・捕獲されなかった種の確率が問題となる. 具体的
には, 観測・捕獲を継続して n を増加したときに k がどう変わるか, n の異なるデータをどのよ
うに比較するか, などが課題である. ここでは {c1, . . . , ck} を n の確率分割とみなしてこの課題に
挑戦する.

N を自然数の全体, 可能な分割の集合を

Pn,k := {{c1, . . . , ck}; ci ∈ N, 1 ≤ i ≤ k,
k∑

i=1

ci = n}, Pn :=
n∪

k=1

Pn,k,

で表す. Pn の上の確率測度の系列 Πn, n = 1, 2, . . . が確率分割 (random partition) である.

確率分割では分類 Ci の順序を無視して, 下降順序統計量 (c1, . . . , ck) ↓, あるいは同じ大きさの
ci の数

sj :=

n∑
i=1

I[ci = j], I[True] = 1, I[Faulse] = 0,

n∑
j=1

jsj = n,

n∑
j=1

sj = k,

で表す. s = (s1, . . . , sn) を寸法指標 (size index) と呼ぶ.

2 ピットマン確率分割

確率分割のなかでもっとも代表的なのはピットマン確率分割 (Ewens-Pitman sampling for-

mula), EPSF (θ, α) である.

w(n; s) := P{Sn = s} =
(θ| − α)k
(θ| − 1)n

πn(s)
n∏

j=1

((1− α| − 1)j−1)
sj , (1)

(a|b)k :=

k∏
j=1

(a+ (j − 1)b), πn(s) =
n!∏n

j=1 sj !(j!)
sj
, if s = (s1, . . . , sn) ∈ Pnk.

パラメータ空間は

0 ≤ α ≤ 1,−α ≤ θ, or α < 0, θ = −Mα, M = 1, 2, . . .



そのもっとも重要な性質は partition structure:

w(n; (s1 + 1, s2, . . . , sn))
s1 + 1

n

+

n∑
j=2

w(n; (s1, . . . , sj−1 − 1, sj + 1, . . . , sn))
(sj + 1)j

n
I[sj−1 > 0] (2)

= w(n− 1; (s1, . . . , sn−1)),

である. これは n 個の個体の一つを等確率で択んで除いても確率分割法則が変わらないことを
示す.

種の数 ピットマン確率分割の主要統計量である種の数 Kn :=
∑n

j=1 Sj の性質は良く知られ
ている. その pmf, P{Kn = k} =: fn(k) は前進方程式

fn+1(k) =
n− kα

θ + n
fn(k) +

θ + (k − 1)α

θ + n
fn(k − 1), 1 ≤ k ≤ n, (3)

を満たし, 次のように陽に表せる.

fn(k) =
1

(θ| − 1)n
Sn,k(θ| − 1)n(θ| − α)k, 1 ≤ k ≤ n, (4)

ただし Sn,k := Sn,k(−1,−α, 0) で Sn,k(a, b, c) は一般スターリング数である. この分布を EPSF-K

(θ, α) で表す.

これから EPSF (θ, α) の条件付き分布

w(s;n, k) := P{S = s|(S ∈ Pn,k)} =
1

Sn,k(−1,−α, 0)

n∏
j=1

1

sj !

(
(1− α| − 1)j−1

j!

)sj

. (5)

が定まる. これが θ に依らないことに注意.

ピットマン確率分割を拡張した順列置換不変ギッブス確率分割 (exchangeable Gibbs random

partition)の概念がある. これが上の条件により特徴付けることができる. 次節の議論は式 (5) だ
けに基づき, 従って順列置換不変ギッブス確率分割一般について成り立つ. ただし陽な形に表せる
ものは少ない.

3 種の数 fn(k) の逆過程

fn(k) は三角配列 {(n, k); 1 ≤ k ≤ n < ∞} の上のマルコフ過程, あるいは酔歩と考えられる.

この節ではその逆過程を考える.

w(s; ν, κ) からのランダム・サンプリング 条件付きピットマン確率分割 (5) から１個の個体
をランダムに等確率で択んで除くことを考える. あるいは τ ∈ Pν,κ; τ = (τ1, . . . , τκ) の一つを除
く. もし τ1 の一つを除くと τ1 が 1, 従って κ が 1 減少する. もし τj の一つを除くと τj が 1
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減少し, τj−1 が 1 増加する. κ は変化しない. これら 2 事象がそれぞれ確率 E(S1/ν|Sn ∈ Pν,κ),∑ν
j=2E(jSj/ν|Sn ∈ Pν,κ) で生起する. 種の数を Kν で表すと, Kν から Kν−1 への推移確率は

P{Kν−1 = κ− 1|Kν = κ} = Sν−1,κ−1/Sν,κ

P{Kν−1 = κ|Kν = κ} = (ν − 1− κα)Sν−1,κ/Sν,κ = 1− Sν−1,κ−1/Sν,κ.

この酔歩において個体数 n における種の数 Kν の分布 (初期条件に依存する)を一般に gn(k) :=

P{Kn = k} で表す. 上の推移確率から gn(k) は次の後退方程式を満たす.

gn(k) = (n− kα)
Sn,k

Sn+1,k
gn+1(k) +

Sn,k

Sn+1,k+1
gn+1(k + 1), 1 ≤ k ≤ n. (6)

この式により S|(S ∈ Pν,κ) からの確率標本の pmf, gn(k), 1 ≤ k ≤ n が漸次定まる. 詳しくは酔
歩 gk(n) = gk(n; ν, κ, α) は gκ(ν; ν, κ, α) = 1 から出発して g1(1; ν, κ, α) = 1 に到る, 平行四辺形
⋄[ν, κ] := {(n, k);max(1, n− ν + κ) ≤ k ≤ min(κ, n)} の上で (6) を満たすが, 境界では

gk(n; ν, κ, α) = 0, k > min(κ, n), & Sn,1/Sn+1,1 = 1/(n− α).

この逆過程で, 大きさ n のサブサンプルの種の期待数が次式で定まる:

E(Kn|S ∈ Pν,κ) =
1

Sν,κ

min(κ,ν−n)∑
k=1

Sν−k,κ−1(1−α|−1)k−1

((
ν

k

)
−

(
ν − n

k

))
, 1 < n < ν. (7)

(6) より三角配列上の (ν, κ)から (µ, λ) ∈ ⋄[ν, κ]に到る下降酔歩が定まり, その逆の上昇酔歩が
定まるがその表現は複雑となる.

4 予測

前節の結果に基づき, 次の予測を考える. 観測・捕獲データ t ∈ Pn0,k0 を S|S ∈ Pν,κ か
らの確率標本と前提し, t から κ を推定する. α は t による適当な推定値を用いるとし, ν は
ν = n0 + 1, n0 + 2, . . . と動かすこともできるが, 任意に固定する. (n0, k0) ∈ ⋄[ν, κ] の条件から可
能な値は k0 ≤ κ ≤ k0 + ν − n0 に限られる.

補題 1. κ = argmaxλgn0(k0; ν, λ) とすると

argmaxkgn0(k; ν, κ) = k0.

つまり k0 は gn0(k; ν, κ) のモードである.

従って gn0(k; ν, λ) のモード m(λ) = m(λ;n0, ν.α) の確率を最大にする

κ0 := argmaxλgn0(m(λ); ν, λ)

が, 最尤推定量である. 性能の評価は数値計算によることになる.
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5 他のサブサンプルと予測

EPSF (θ, α) からの単純サブサンプルは partition structure により同じ EPSF (θ, α) となり推
測方法に変わりはない. EPSF-K (θ, α) で, Kν = κ の条件の下での Kn;n > ν の行動を考えると

P{Kν+n = κ+ ℓ|Kν = κ} =
(θ + κα| − α)ℓ
(θ + ν| − 1)n

Sn,ℓ(−1,−α, ν − κα) 0 ≤ ℓ ≤ n,

これは EPSF-K (θ, α) の拡張である.

τ ∈ Pν,κ からの単純サブサンプルにより τ ∈ Pn, n < ν 上の確率分割が得られる. この確率分割
から κ を予測するのに前節と同じ議論ができるが, 組合せ論的計算が障害となる.

6 補足

孤立個体数 S|(S ∈ Pν,κ) からの大きさ n のサブサンプルにおける, 孤立個体数 S1 を考える.

その条件付き階乗モーメントは次の通りである.

E((S1)r|(S ∈ Pν,κ)) = (n)r

n∑
k=1

gn(k)
Sn−r,k−r

Sn,k
, 1 < n < ν, r = 1, 2, . . . (8)

本文の (ギッブス分割の条件下での)議論では (n,Kn) の行動だけを議論しており, これが与えら
れた条件の下での確率分割は常に (5) である.
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