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１．はじめに	
 

	
 パターン認識における非線形判別問題は，サポ

ートベクターマシン（SVM）[1]の出現により，大
きな進展をとげている．我々は，カーネル密度推

定法（以降，KDEと略す）を用いた非線形判別手
法を提案する．カーネル密度推定法は，データの

分布を仮定しないノンパラメトリックな手法であ

り，複雑な現象を確率的かつ柔軟にとらえて表現

できることから様々な応用が期待される．本稿で

は，数字判別問題に対する 2つの状況下での SVM
との比較を通して KDEの特性を検証する． 

 
２．カーネル密度推定法を用いた非線形判別器	
 

	
 多変量カーネル密度推定法(1)は，データ点にカ
ーネル関数と呼ばれる基底関数を配置し，それら

を領域内で足し合わせることによって滑らかな推

定量を得るものである．  
 

 (1) 
 
ただし，	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
  はデータベクトル，  
    はバンド幅行列 Hをもつカーネル関数である． 
	
 多変量データに対する KDEは，構築の困難さや
推定精度の問題から直接的な適用は難しい．そこ

で，１変量 KDEの積で表現するプロダクト(積型)
カーネル推定法によって近似する．たとえば，2
変量プロダクト KDEは(2)式で定義される： 
 

(2) 
 

 
	
 以下に，(2)に示した KDEを利用した非線形判
別の流れを示す． 
1) クラス別正解確率分布の作成 
学習用データに対し，クラスごとに KDEを適用し，
クラス別確率分布の推定を行う． 
2) 評価確率分布の作成 
判別対象の評価用データに対し，KDEを適用し，
評価確率分布の推定を行う． 

 3) 正解分布と評価分布間での類似量の算出 
判別対象データに基づく評価分布と各クラスの正

解分布間の類似量を平均積分二乗誤差によって算

出する． 
4) クラスの判別 
評価分布と最も類似する正解分布のクラスへ判別

する． 

	
 クラス別正解分布を作成しておくことで，実際

の判別時には，判別対象データの分布推定と類似

量の算出のみでクラス判別を行うことができるた

め，効率的かつ汎用的な手法といえる． 
 

３．手書き数字判別問題	
 

	
 手書き数字判別問題に対して，カーネル密度推

定法を用いた非線形判別器（数字判別器）を構築

し，その判別性能を SVMと比較し，評価する．実
装には，オープンソースの統計解析システム R[3]
を用いた． 
3.1	
 実験用データ	
 

	
 U.S. Postal Service（USPS）ZIP code datasets
の手書き数字を対象とした．USPSデータは 1つ
の数字を 16×16ピクセルのグレースケール値（-1
から 1の範囲の値）によって表す正規化されたデ
ータである．データ数を表 1に記載する． 

表１	
 USPSデータセット 
データ 0 1 2 3 4 
学習用 1194 1005 731 658 652 
評価用 359 264 198 166 200 
データ 5 6 7 8 9 
学習用 556 664 645 542 644 
評価用 160 170 147 166 177 
グレースケール値は，0から 1の間の値に変換し
確率値として使用した． 
3.2	
 ビン化カーネル密度推定法	
 

	
 通常のカーネル密度推定法は，データ点に対し

て基底となるカーネル関数を用いる．カウント(頻
度)データの場合は，カウント値に比例する重みつ
きのカーネル関数を用いたビン化カーネル推定法

が使用される．USPSデータの性質から，16×16
ピクセルにグレースケール値の高さを持つデータ

とみなし，ビン化カーネル密度推定法を適用した．

数字判別におけるビン化カーネル推定法は(3)式
で定義される． 
 
 

（3） 
 
ただし，	
 	
 	
 	
 	
 	
 	
    であり，	
 	
 	
 	
 	
 は，
それぞれ     ビンにおけるグレースケール値と
ビン中点である． 
3.3	
 正解確率分布の作成	
 

	
 表 1に示した学習用データを数字ごとに各ビン
で平均し，ビン化カーネル密度推定を行う．推定
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点は各ビンの中点を加えた 33×33点，カーネル
関数は，2変量正規プロダクトカーネル，バンド
幅は，各次元とも 1に設定した．グレースケール
値が標本数ではないため，理論的な議論は省く． 
推定した各数字の正解確率分布を図１に示す．  
 
 
 
 
 

図１	
 推定した正解確率分布 
3.4	
 評価用データを用いた数字判別	
 

	
 3.3で作成した”0”から”9”までの正解確率分布
と評価用データで作成した評価確率分布との類似

度を(4)式で与えられる平均積分二乗誤差(MISE)
を用いて算出する． 

 
 

(4) 
 

MISEの最も小さかった(最も類似した)クラスを
評価データのクラスとして分類する． 
 

４．結果	
 

4.1	
 判別性能の検証	
 

	
 手書き数字判別問題に対する各数字の判別性能を

表 2に示す． 
	
 表 2に示すように，    
カーネル推定法を用いた

数字判別器は，判別する評

価用データの数字によっ

て，判別率にばらつきがあ

るものの，平均して 0.82
であった．一方，SVMは
すべての数字において，判

別率 0.9以上，平均して
0.94という高性能な結果
であった．  
4.2	
 頑健性の検証	
 

	
 カーネル密度推定法による非線形判別器の頑健

性を調べるため，ノイズを付加した手書き数字判別

に関する実験を行った．	
 

	
 手書き数字データにノイズを加え，判別性能を評

価する．16×16ピクセルのうち，ノイズの大きさを
正規乱数(平均 0，標準偏差 0.5)で与え，ノイズを付
加するピクセルの割合を増やしたときの判別性能の

グラフを図 2に示す． 
	
 図 2より，SVMの判別性能はノイズの量ととも
に低下するが，カーネル推定法による数字判別器の 

 
 
 
 
 
 
 
 

図 2	
 ノイズを含むデータの判別性能 
性能の低下は少ないことがわかる．  
4.3	
 クラスタリングによる判別性能の改善	
 

	
 学習用データに応じて数字毎に複数個の正解確率

分布を作成し，判別性能の改善を試みた．学習用デ

ータを数字ごとに k-means法によってクラスタリ
ングし，クラスターごとに正解密度分布を推定する．

評価用データでの判別の際には，各クラスターが所

属していた数字へ判別する．クラスター数を変化さ

せたときの判別性能を図 3に示す． 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 3	
 クラスター数と判別性能 
	
 図 3より，クラスター数を増やすと，SVMに近
い判別性能が得られていることがわかる． 
 
５．考察	
 

	
 カーネル密度推定法を用いたパターン認識手法に

ついて，手書き数字判別の例を取り上げて検討した． 
カーネル密度推定法による数字判別器は，SVMの
判別性能よりも劣っていたが，ノイズのあるデータ

に対しては，SVMよりも性能低下の影響は受けに
くく，頑健性がみられた．判別する数字によって性

能にばらつきが見られるため，クラスタリングによ

って複数個の正解密度分布を準備することで，SVM
とかわらない判別性能が得られた．実用化に向け，

さらなる改善が期待できる．  
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表 2	
 評価用データの判別率	
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