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1. はじめに 

Fisher[4]が計算機能力の乏しい時代に分散共

分散行列に基づいて Fisher の線形判別関数(LDF)

を提案し，その後に分散共分散行列で定式化でき

る 2 次判別関数(QDF)，マハラノビスの汎距離に

よる多群判別や品質管理の MT（マハラノビス田口）

理論[36]といった判別分析の中核となる判別手

法が開発された．筆者は 1971 年に大学を卒業後，

大阪府立成人病センターで「心電図自動診断解析

システム」の診断論理を判別分析で研究したが，

プロジェクトリーダーの野村裕医師の開発した

「フィードバックのかかった枝分かれ論理」にか

なわなかった[34]．その反省に立って，医学にお

ける正常と異常の 2 群判別は，1）正常群からあ

る計測値が連続的に大きく（あるいは小さく）な

ることで異常群が決定される．すなわち正常群を

地球，異常群を山脈と考えれば，地平線にあたる

判別境界面上に異常群が一番多く，典型例は山の

頂点であるとする「地球モデル」を考えた[19]．

そして Bayes の定理を用いたスペクトル診断を提

案した[16]．また正常群と複数の異常群の多群判

別は最良の説明変数の組み合わせが異なるので，

各異常群と正常群の複数の 2 群判別を行うべきと

結論した［10,17］．その後，異常群に属する確率

p を考え，そのオッヅ比の対数を線形回帰するロ

ジスティック回帰が提案された．本手法は医学診

断や品質管理における正常と異常は，判別する 2

群を Fisher の仮説を満たす正規分布と考えるこ

とは問題であることを示していると考えた． 

三宅と新村[9]は，Warmack & Gonzalez[38]の

論文に触発され，最小誤分類数(Minimum Number 

of Misclassifications, MNM) に基づく最適線形

判別関数(Optimal Linear Discriminant Function, 

OLDF)を提案した．しかし，ヒューリスティック

手法のため，研究を発展させることができなかっ

た．筆者は日本に統計ソフトの SAS[11-12,20]と

数理計画法ソフトの LINDO や LINGO[13-14]を日

本に紹介し，大学や企業に普及を図るとともに研

究を行ってきた．そこで学位申請のテーマとして

整数計画法(IP)を用いて，学習標本の誤分類数を

直接最適化する IP-OLDF を研究することは統計と

数理計画法を融合する最適なテーマと考えた．そ

して新しい判別分析の知見が得られた[21-23]．

しかし，データが一般位置[6]にない場合に正し

い MNM を求めないことがあるので，MNM を求める

改定 IP-OLDF を開発した[27]．本研究では 100 重

交差検証法で，改定 IP-OLDF をソフト・マージン

最大化 SVM（S-SVM），LDF，ロジスティック回帰と

比較し，検証標本で得られた平均誤分類確率最小

モデルで，一番成績が良いことを示す． 

2. 比較する判別関数 

2.1 統計的判別関数 

 Fisher は判別される 2 群の分散比の最大化か

ら式(1)に示す LDF を提案した．これは制約式な

しの非線形計画法(NLP)になる． 

MIN= bt (xm1-xm2) (xm1-xm2)
tb/b’∑b； (1) 

ただし，m1 と m2 は群 1 と群 2 の平均， 

∑：プールした分散共分散行列，b は判別係数． 

その後，2 群が「Fisher の仮説」を満たせば式(1)

で得られる LDF が，容易に 2 群を表す正規分布の

確率密度関数の対数尤度比で式(2)のように明示

的に定式化されることが分かった．これが統計ソ

フトに取り入れられ分散共分散行列による判別

関数が広く普及したと考えられる．  

LDF：f(x)={x-(m1+m2)/2}
t∑-1(m1-m2)  (2) 

2 群の分散共分散行列が等しくない場合は式(3)

の 2 次判別関数(QDF)が明示的に定式化される． 

QDF : f(x)=xt(∑2
-1- ∑1

-1)x/2 

+(m1
t∑1

-1-m2
 t∑2

-1)x+c    (3) 

また式(4)のマハラノビスの汎距離を用いて多群

判別や品質管理の MT 理論が考えられた． 

D=SQRT ((x-m) t∑-1(x-m))   (4) 

式(2)から式(4)のように分散共分散行列の逆

行列を計算するだけで LDF や QDF や多群判別や 1

クラス判別関数が定式化され，数理計画法を用い

た式(1)よりも統計ソフトとして実現しやすく，

理論展開しやすいことは一目瞭然である．しかし

分散共分散行列の逆行列を計算する必要があり，

ある説明変数が一定値をとる場合はランク落ち

して判別関数が求まらない問題がある．またこれ

らの判別関数は MNM=0 のデータを認識できないこ

ともすでに分かっている[33,35]． 

これに対して p を基準と考える群に属する確率

と考え，賭け事で利用されるオッヅ比の対数

log(p/(1-p))が説明変数の回帰式で表されると

考えて式(5)のロジスティック回帰が提案された．



 
  
 

 

一般的にいって LDF や QDF よりロジスティック回

帰の誤分類数が少ないことが経験的に知られて

いる．これは判別される 2 群のデータに合わせて

ロジスティック曲線を求めているからと考えら

れる．また，ある計測値が一方的に大きくなる（あ

るいは小さくなる）と確率は 0 から 1 まで大きく

なるので，医学診断（や株や不動産の格づけ）な

どで正常群から離れていくほど異常群に属する

確率が 1 まで高まっていくという常識に合致する．

また，Firth[3]は，収束計算が不安定になると誤

分類数が 0 になることを指摘している．しかし，

一部の例外で JMP のロジスティック回帰は MNM=0

のデータを認識できないことを報告している

[33]．これは判別超平面上にケースが来た場合，

改定 IP-OLDF 以外の判別関数はそれを正しくいず

れの群に判別するかができない問題（判別分析の

未解決問題）のためと考えられる． 

P=1/(1+exp(-b0-b1x1…-bkⅹk))     (5) 

2.2 数理計画法による線形判別関数 

 数理計画法は，制約条件のあるなしにかかわら

ず，関数の最大／最小値問題を扱う学問である

[28,32]．このため，重回帰分析や判別分析を数

理計画法で定式化する研究が行われてきた．しか

し重回帰分析は，誤差の平方和の最小化モデルが

QP で，絶対値の和の最小化モデルが線形計画法

(LP) で 定 式 化 さ れ る こ と が 知 ら れ て い る が

[13,28]，判別分析ほど多くの研究は行われてい

ない．憶測の域を出ないが，重回帰分析では推測

統計学的な知見が得られるので数理計画法によ

る研究は不利であるのに対して，判別分析はクラ

スター分析に近い記述的な手法であり有利とみ

なされたためと考えられる． 

2.2.1  Stam の嘆き 

Stam[15]は，数理計画法による判別関数を分類

問題として総括した論文の 5.1 節(5.1 Why have 

statisticians rarely used Lp-norm methods?)

で，これらの研究成果が統計ユーザーに使われて

いないことを指摘しその理由を分析している．彼

の分析は大学の同僚の統計研究家との議論の集

約であると述べているが，間違いではないが本質

的でないと考える．数理計画法による判別分析の

研究は，Fisher などの統計分野で確立された手法

の後追いの研究であり，それらと比較して判別結

果が優れていることと新知見をつけ加える必要

性を認識していなかためと考える． 

2.2.2 SVM 

Stam と相前後して Vapnik[37]は SVM を提案し，

今日でも広く使われている．その理由は，種々の

実証研究で成果を出していること，式(6)のハー

ド・マージン最大化 SVM(H-SVM)から式(7)のソフ

ト・マージン最大化 SVM(S-SVM)，そして非線形判

別関数である Kernel SVM と異なった視点で魅力

的なモデルを展開し，汎化能力(Generalization 

Ability)という統計ユーザーの要求に合う提案

をしている[1]．多くの研究者は Kernel SVM に注

目しているが，筆者は H-SVM で判別分析を線形分

離可能なデータ(MNM=0)の判別を判別分析の出発

点とした点が重要と考えている． 

MIN =||b ||2/2; yi*(xi
tb+b0)>=1;     (6) 

        yi =1/-1 ∈群 1/群 2 

しかし現実のデータは MNM=0 であることは稀で

ある．その場合，幾つかのケースが SV の反対側

にくる事を認め，その距離の和（Σei）を最小化

する．そして式(7)のように S-SVM は，目的関数

でマージン最大化とΣei の最小化という 2 つの異

なった最適化基準をペナルティ c と呼ぶ重みで単

目的化している［26］．問題は，H-SVM は MNM=0

のデータ以外に適用できず，S-SVM は理論的に

MNM=0 の判別の保証がないことと，MNM=0 のデー

タを見つけることが難しかったために，MNM=0 の

判別分析の研究が進まなかった点である． 

MIN=||b||2/＋cΣei; yi*(xi
tb+b0)>=1-ei; (7) 

2.2.3 最適線形判別関数[31] 

 MNM 基準による線形判別関数を最適線形判別関

数ということにする．確率分布に基づく統計アプ

ローチでは実現不可能で，どのケースが誤分類さ

れるか否かを直接 0/1 の整数変数 ei を用いて(混

合)整数計画法(IP)で初めて定式化できる．判別

規則は，yif(xi)>0 であれば xi を群 1/群 2 に正し

く判別し，yif<0 であれば誤判別するので判別係

数を定数倍しても変わらない．そこで線形判別関

数 f(x) = b0+b1*x1+…+bp*xp の定数項が b0≠0 であ

れば，b0 で割っても判別規則は影響を受けず定数

項を 1 に固定でき（f(x)=b1*x1+…+bp*xp+1）、式(8)

のように定式化したものが IP-OLDF[21]である． 

MIN=Σei;  yi(xi
tb+1)>=- ei  ;    (8) 

定数項を 1 に固定したことで，式(8)は p 次元線

形判別係数の空間で定式化される．n 個のケース

で作られた制約式を等号制約にして n 個の線形超

平面が定義される．各線形超平面は，p 次元の判

別係数空間を yif(xi)＞0 の＋半平面と yif(xi)＜0

の－半平面に分割し，空間は有限個の凸体に分割

される．各凸体の内点は，n 個の半平面のうちの

－半平面の側にある数が誤分類数になる．凸体の

内点の誤分類数が MNM になる凸体を最適凸体と呼

ぶ．IP-OLDF は，少なくとも p 個の制約式が等式



 
  
 

 

制約に拘束される凸体の頂点を求める．ei は 0/1

の整数変数であり yif(xi)>=0 であれば ei =0 で，

yif(xi)＜0 であれば ei =1 として yi*f(xi)>=‐1

という制約式が選択される．目的関数はこの ei

の個数を最小化しているが，凸体の頂点や辺に対

応した f(xi)=0 になるケースは正しく判別された

ものとして扱うので判別分析の未解決問題が生

じる．このためデータが一般位置にある場合(頂

点が丁度 p 個の線形式の交点)は正しい最適凸体

の頂点すなわち MNM を求めるが，一般位置にない

場合(頂点が（p＋1）個以上の線形式の交点)は正

しい最適凸体の頂点を求めないことがある．また

yi =1/-1 と群 1/群 2 の組み合わせは事前に人間が

決めることができずデータが決めるので（この事

実はあまり知られていない），実際は定数項を 1

と 0 と-1 の 3 種類で計算する必要がある．パター

ン認識の研究では定数項を 1 に固定しないので，

定数項を含む(p+1)次元の空間で考えている[6]．

この場合は n 個の線形超平面はすべて原点で交差

し，判別係数と誤分類数(NM)の関係が明確でなく

なる．その意味で IP-OLDF は実際には利用できな

いが，次の 3 つの判別分析の新知見が分かった．

1）判別係数と誤分類数の関係が明らかになる．2）

最適線形判別関数は最適凸体の内点を選べばよ

く，この場合判別分析の未解決問題が解決できる．

3）MNM には単調減少性1があるので MNMp =0 であ

れば MNM(p+1)=0 になる． 

そこで最適凸体の内点を直接求める式(9)の改

定 IP-OLDF を定式化した．b0 は線形判別関数の定

数項で自由変数であり，右辺の定数項に 1 を加え

て判別超平面の代わりに SV で判別することにし

た．M は BigM 定数と呼ぶ大きな正の整数値であり，

yif(xi)>=1 であればケース xi は ei =0 として SV

で正しく判別され，SV で判別されない xi は ei =1

として yif(xi)>=1‐M という制約式を選ぶ．目的

関数は SV で判別されないケース数の和（Σei）を

最小化しているので，|yif(xi)|<1 になるケース

がない場合のみ MNM に等しくなる．M=10000 のよ

うな大きな正の値を用いれば，SV で判別されない

全てのケースは yif(xi)=‐9999 という SV の代わ

りになる超平面に引きずられるので|yif(xi)|<1

の範囲にケースがないことを期待している．この

場合は，f(x)≠0 になるケースはないので，IP‐

OLDF の定義した最適凸体の内点に対応している

ことが分かる． 
                                                                 

1 p 変数の MNM を MNMp とし，それに 1 変数追加

したものを MNM(p+1)とすれば,追加した変数を ap

＝0 とすれば (MNMp>=MNM(p+1))の関係がある. 

MIN=Σei;  yi(xi’b+b0)>=1- M*ei  ;    (9) 

ei を非負の実数にしたものが改定 LP-OLDF であり，

LP で定式化でき計算速度が速い．式(7)でｃを大

き く し た S-SVM と ほ ぼ 似 た 結 果 に な る ．

yif(xi)>=1 であればケース xi は SV で正しく判別

されるが，それ以外は yif(xi)＜1 であるために

ei =1/M であれば f(xi)=0 になる． 数理計画法を

用いた判別関数は，不等式制約の幾つかの制約式

を等式制約に固定することで解が求まるので，

「判別分析の未解決問題」を回避できない．

Fisher が LDF の検証に用いたアイリスデータ

[24]の 15 個の判別モデルのうち，2 個の改定

LP-OLDF の誤分類数が改定 IP-OLDF の MNM より小

さいが，MNM は線形判別関数の誤分類数の下限値

になるので，少なくとも 2 個以上でこの問題が生

じていることが分かる．しかしこの問題は，

f(xi)=0 になるケース数を直接調べればすむ話で

ある．もし k（>0）個あれば，少なくとも誤分類

数はこの値だけ増える可能性がある． 

3．分析データと k-重交差検証法 

3.1 線形分離可能なデータ 

これまで判別分析の研究で，MNM=0 のデータに

関する問題の検討が少ないので本研究ではこれ

に焦点を絞って取り上げる．MNM=0 のデータにス

イス銀行紙幣データ[5]がある．本データは，真

札と偽札各 100 枚の 6 個の計測値である．IP-OLDF

で 2 群判別すると，2 変数（X4,X6）で MNM=0 であ

り，MNM の単調減少性からこの 2 変数を含む 16

個すべての判別関数が MNM=0 になる．このように

意図せず MNM=0 のデータを見つけることは難しい．

それに対し，試験の各設問の得点を説明変数とし，

合計得点で合否判定を行うことを考えれば，1）

誰もが容易に入手し検証できる．2）誤分類数が 0

の自明な判別関数が容易に分る．3）合格最低点

を変えることで易しい試験から国家試験のよう

な難しい試験の検討が行える．そこで，2010 年か

ら始めた 3 年間の筆者の成蹊大学経済学部の 1 年

次生を対象とした「統計入門（約 130 名）」の中

間試験と期末試験データを用いる．必修科目のた

め，実際の合否判定は 10％点を合格最低点として

いるが，研究のため 50％点と 90％点も検討する．

試験は 10 択 100 問のマークセンス試験である．3

年間の実績で 21 点から 99 点の広い範囲に散らば

っている．合否判定を各 3 水準で行い，小問 100

問を説明変数（1/0 の値）とする 18 個の 2 群判別

と，100 問を 4 個の大問に分けてそれを説明変数

とする 18 個の 2 群判別を行った．例えば大問 4

問の得点を説明変数（T1 から T4）として合計得



 
  
 

 

点が 50 点以上を合格とする合否判定は，線形判

別関数を f=T1+T2+ T3+T4-50 として，f≧0 なら合

格，f<0 なら不合格とすれば NM=0 で合否判定でき

る．この場合，説明変数で判別規則が明確に定義

できるのでｆ=0 すなわち 50 点をとる学生は合格

群に正しく判別できる．しかしスイス銀行紙幣デ

ータのような判別では，6 個の計測値から判別規

則は決められないので，これが「判別分析の未解

決問題」を生む．任意のデータでは改定 IP-OLDF

だけが理論的にこの問題の影響を受けない．ロジ

スティック回帰は，Firth の研究[3]でロジスティ

ック回帰係数が収束計算で不安定になれば NM=0

であるとしているが，筆者の実証研究で改定

IP-OLDF で MNM=0 になることが分かっている場合

でもロジスティック回帰は NM=0 にならない場合

がある[32]．これはユーザーがどちらを Positive

にするかを指定することで，JMP が判別超平面上

のケースを Positive に無条件に判別しているた

めである．この対応は，研究論文でも説明もなく

群 1 の側に等号を含める例が多く問題である．こ

の事実は，線形判別関数の判別超平面上にケース

が来ることは連続変数であっても稀有でないこ

とを示す．以上から，線形判別関数 f(x)が例えば

|f(xi)|≦10‐6 で 0 判定している場合，この値を

誤分類数の横に表示するのが一番分かり易い解

決策と考える． 

3.2 小標本のための k－重交差検証法 

近年，各種計測器や POS データあるいは Web 上

から大量のデータが得られるようになった．しか

し，医学診断をはじめ多くの研究では当初小標本

のデータしか得られず，その研究結果を踏まえて

数多くの研究の中から目的とする研究に収斂さ

せていく必要がある．そのために小標本のために

考えられた LOO 法はこれまで多くの貢献をしてき

た[7]．しかし，Bootstrap 法[2]を援用して，小

標本から大標本（疑似的な母集団）を生成し，そ

れに k-重交差検証法が適用できる．これを用いて

LOO 法に代わるモデル決定や，複数の判別手法を

個別の判別モデル毎に比較検討できる．さらに，

学習標本と検証標本で得られた判別結果から判

別係数や誤分類確率の 95％信頼区間の推定に利

用できる[31]． 

分析したい小標本として，Fisher のアイリスデ

ータ[4]，銀行紙幣データ[5]，CPD データ[9,18]，

学生の成績データ[25]を用いて，次のような大標

本を作成し 100 重交差検証法を行い，表 1 の結果

を得た[31]．  

1) n 個の小標本のケースに 1 から n のケース番

号を振る． 

2) 一様乱数[0,1]の区間を n 等分し，ケース番号

の 1 から n に対応させ復元抽出する． 

3) 100*n 回一様乱数を発生させて，対応するケ

ースを 100*n 個復元抽出する．そして，n 個

ずつ 100 組の部分標本に分割し，100 重交差

検証法に用いる．大標本の 100 重交差検証法

では，1 組の部分標本を検証標本に用い，残

りの 99 組の部分標本を学習標本に用いる．し

かし小標本から作られた大標本の場合，取り

出した 1 組を学習標本とし，残りの 99 組を検

証標本に用いる方が自然である．99 組を学習

標本にする理由は見当たらない． 

アイリスデータは説明変数が 4 個あり 15 個，銀

行紙幣データは 6 変数で 63 個，CPD データは 19

個あるため逐次変数選択法で選んだ 26 個，学生

の成績データは 5 変数で 31 個の判別モデルの計

135 個の判別モデルで評価した．LDF とロジステ

ィック回帰は JMP で 100 個の誤分類数から平均誤

分類確率を計算した．2010 年当時は LINGO で改定

IP-OLDF を実行するのに時間がかかるので，MNM

の推定値を高速で求める改定 IPLP-OLDF[30]を用

いて平均誤分類確率を計算した．そして，これら

の差の範囲を表 1 に示す．LDF の学習標本では 135

個のモデル全てで，LDF は改定 IPLP-OLDF より平

均誤分類確率は大きかった．検証標本ではアイリ

スデータ（括弧内の数字），銀行データで 10 個，

学生データで 3個の 15個だけで LDFが良かった．

ロジスティック回帰は学習標本で 3 個，検証標本

では 33 個で改定 IPLP-OLDF より良かった[31]．

表 1 LDF とロジスティック回帰の平均誤分類確率と改定 IPLP-OLFDF の差 

 LDF-改定 IPLP ロジスティック回帰 - 改定 IPLP 

手法(135) 学習（0） 検証（15） 学習（3） 検証（33） 

アイリス(15) [0.55,5.23] [-0.6(2),2.36] [0.59,5.31] [-0.84(2),1.85]

銀行(63) [0,5.32] [-0.33(10),3.45] [0,5.40] [-0.3(24),3.64]

学生(31) [1.46,8.61] [-1,29(3),7.11] [-2.12(3),6.48] [-2.89(7),5.59]

CPD(26) [3.05,7.28] [2.21,6.15]] [0,13,3.43] [0.29,1.74] 

最初，k=10 で試みたが判別係数や誤分類数の

95％信頼区間を求めるには最低でも k=100 が望ま

しいと考えるようになった．本研究では，LDF，

ロジスティック回帰と S-SVM を改定 IP-OLDF と比



 
  
 

 

較する．ここ 5 年ほどで分析に用いている LINGO

の整数計画法の速度が 100 倍以上改善され，統計

手法の 100 重交差検証法より速くなったためであ

る．また Bootstrap 法で大標本を作成する前回の

方法は，操作手順が面倒である．そこで次のよう

に誰もが簡単に利用できるように改善した． 

1) JMP で小標本を 100 個結合し，100*n 個のケー 

ス数をもつ一つの大標本にする． 

2) これに一様乱数の変数値を付け加える． 

3) 一様乱数の値で昇順に並べ替えて，n 件ずつ 

100 組の部分標本を表す 1 から 100 の部分標本番

号を与える． 

4) 100 個の部分標本から順次 1 組を取り出し学 

習標本とし，100*n 件の大標本全体を検証標本に

用いる．検証標本は，検討したい小標本を 100 倍

しただけなので，分析したい小標本の特徴とよく

対応している．たとえばケース数が 100 倍なので，

平均値の標準誤差は 1/10 になり将来の研究に役

立つと考える．一方，学習標本は小標本の一部に

なる．通常の母集団と標本の関係を考えると，今

回の方がこの関係をよく表している．前回の方法

では，検証標本に学習標本のケースが含まれない

可能性を排除できないし，検証標本が全て異なる

ことになる．本研究では検証標本は母集団の役割

に近づけ，学習標本はその部分集合と考えている． 

 

4．合否判定による 100 重交差検証法 

MNM=0 なデータとして，スイス銀行紙幣データ

がある．6 個の計測値のうち（X4,X6）の 2 変数で

MNM=0 であり，この 2 変数を含む 16 個のモデルが

MNM=0 であることが IP-OLDF の研究で分かった

[29]．しかし MNM=0 のデータを探すことは難しい

が，試験の合否判定を設問の得点を説明変数とし

て判別すれば，自明な判別関数がえられる．そこ

で筆者が行った 2012 年の「統計入門」の中間試

験のデータを用いる[35]．10 択 100 問の試験を

T1（基礎統計量の概念，29 点），T2（基礎統計量

の計算，12 点），T3（正規分布と偏差値の解釈，

19 点），T4（JMP の解釈，40 点）の大問 4 問に分

けた．この 4 個の得点を説明変数とし，合計得点

の 10％点(37 点)，50％点(63 点)，90％点(78 点)

の 3 水準で合否判定を行う．10％点では大問 2 問，

50％点と 90％点では大問 4 問で MNM=0 である．4

個の説明変数の判別モデルは全部で 15 個あるが，

1 変数の判別は意味がないので 2 変数以上の 11

個で検討する．MNM の単調減少性から，10％点の

合否判定では 4 個の判別モデルが MNM=0 で，7 個

が MNM=0 でない．50％点と 90％点では 1 個だけが

MNM=0 で 10 個が MNM=0 でない．これによって，

MNM=0 を含む判別分析の問題が検討できる．SVM

は H-SVM で MNM=0 なデータの判別を判別分析の出

発点にしたことは革新的である．しかし，SVM を

含めこれまで判別分析は MNM=0 のデータの実証研

究を行ってこなかった．判別分析の重要な応用分

野であるパターン認識では，MNM=0 のデータの判

別が重要である．このため，今回 MNM=0 が自明な

試験の合否判定データを用いることは適切と考

える．試験の合否判定データは，多くの人が入手

し容易に検証でき，合格水準を種々に変えること

で 2 群のケース数の種々の割合の違いによる判別

への影響を検討できるなどの利点がある[8]． 

4.1 10％水準の 100 重交差検証法 

表 2 は 100 重交差検証法の結果である．1 列目

は各判別手法の下にモデル番号を示す．2 列目は

説明変数の数を表す．3 列から 5 列は学習標本の

100 個の誤分類確率(誤分類数を 124 で割ったも

の)の最小値と最大値そして平均誤分類確率で

MIN,MAX,MEAN に添え字の 1 を付けた．6 列から 8

列は検証標本の誤分類確率(誤分類数を 12,400 で

割ったもの)の最小値，最大値と平均値に添え字

の 2 を付けた．検証標本の平均誤分類確率（MEAN2）

が最少のモデルを 100 重交差検証法が選ぶモデル

と考える． 

改定 IP-OLDF（表の「改定 IP」）は 100 重交差

検証法の学習標本で元データと同じく 4 個の判別

モデルで MNM=0 であるが，検証標本では SN=2,6

だけが 0 になった．この理由は，学習標本は元デ

ータの一部しか含まないため種々の判別超平面

になり，元データのケースを全て含む検証標本を

MNM=0 で判別できないためである．「差」は「MEAN2」

と「MEAN1」との差である．判別分析では見かけ

の誤分類確率の MEAN1 に比べて MEAN2 がどれだけ

悪くなるかで評価されいずれも 0 である．これは

改定 IP-OLDF の汎化能力が高いことを示す．一般

的に，改定 IP-OLDF は学習データで過学習し，検

証標本で判別の予測結果は悪くなると考えられ

たが，実際は異なっていた．ロジスティック回帰

は SN=1 を選んだ．差は 0.77 と悪くないが，SN=8

の差の 0.35 が最小値である．SVM は SN=1 を選び，

差も 0.81%と最小である．LDF は SN=6 を選んだが

差は SN=11 の方が最小である．しかし差の値の

0.37 はロジスティック回帰の 0.8 と SVM の 0.81

に比べて小さいので，LDF の予測性能が良いと判

断するのは問題である．単に LDF の MEAN1 の見か

けの平均誤分類確率が悪い結果である．これは，

各手法の MEAN1 と MEAN2 を改定 IP-OLDF の対応す



 
  
 

 

る平均誤分類確率との差を表す「MEAN1 差」と

「MEAN2 差」と比較すれば一目瞭然である．ロジ

ス テ ィ ッ ク 回 帰 の 「 MEAN2 差 」 の 範 囲 は

[0.39,1.62]であり，最大 1.62％だけ改定 IP-OLDF

より悪い．SVM は[0.4,1.19]であり最大 1.19％悪

い．これに対して，LDF は[6.23,10.55]であり 2

変数以上の全てのモデルが改定 IP-OLDF より

6.23％以上悪く，ロジスティック回帰や SVM に比

べて劣っていることが分かる．MNM=0 の 4 モデル

では 9.91％以上悪いが，残りの 7 モデルでも

6.23％以上悪いことが分かる．また「MEAN1 差」

の範囲は[7.98, 11.34]であり，見かけの平均誤

分類確率を他と比較するだけで悪いことが分か

る． 

表 2. 10%水準の 100 重交差検証法による誤分類確率 

改定 IP P MIN1 MAX1 MEAN1 MIN2 MAX2 MEAN2 差 

1 4 0 0 0 0 1.61 0.07 0.07

2 3 0 0 0 0 0 0 0

3 3 0 0 0 0 2.42 0.03 0.03

4 3 0 2.42 0.79 1.61 4.84 2.44 1.65

5 3 0 5.65 2.25 3.23 8.06 4.64 2.39

6 2 0 0 0 0 0 0 0

7 2 0 4.03 1.78 2.42 6.45 3.40 1.62

8 2 0 5.65 2.28 2.42 7.26 3.14 0.85

9 2 1.61 8.87 4.88 5.65 10.5 6.63 1.75

10 2 1.61 9.68 4.52 4.84 10.5 6.42 1.90

11 2 1.61 7.26 4.94 6.45 12.1 7.21 2.27 改定 IP-OLDF との差

Logi P MIN1 MAX1 MEAN1 MIN2 MAX2 MEAN2 差 MEAN1 差 MEAN2 差

1 4 0 0 0 0 4.84 0.77 0.77 0 0.7

2 3 0 0 0 0 3.23 1.09 1.09 0 1.09

3 3 0 0 0 0 4.84 0.85 0.85 0 0.81

4 3 0 5.65 1.59 1.60 4.84 2.83 1.24 0.80 0.39

5 3 0 11.3 4.12 3.22 8.03 5.46 1.34 1.87 0.82

6 2 0 0 0 0 4.84 0.91 0.91 0 0.91

7 2 0 8.06 3.25 2.38 6.40 4.26 1.01 1.47 0.85

8 2 0 8.87 3.68 2.40 7.19 4.03 0.35 1.40 0.89

9 2 2.42 12.1 6.94 5.58 11.2 7.78 0.84 2.06 1.15

10 2 1.61 12.9 7.65 5.6 9.6 8.04 0.38 3.14 1.62

11 2 1.61 11.3 7.05 6.4 9.6 7.82 0.78 2.10 0.61

SVM P MIN1 MAX1 MEAN1 MIN2 MAX2 MEAN2 差 MEAN1 差 MEAN2 差

1 4 0 0 0 0 4.84 0.81 0.81 0 0.73

2 3 0 0 0 0 3.23 1.15 1.15 0 1.15

3 3 0 0 0 0 4.84 0.89 0.89 0 0.85

4 3 0 5.65 1.36 1.61 5.65 2.84 1.48 0.57 0.40

5 3 0 8.87 3.96 3.23 8.06 5.72 1.76 1.71 1.08

6 2 0 0 0 0 4.84 0.85 0.85 0 0.85

7 2 0 7.26 2.89 2.42 6.45 4.19 1.3 1.10 0.78

8 2 0 8.06 3.08 2.42 8.06 3.73 0.65 0.80 0.60

9 2 1.61 9.68 6.45 5.65 8.87 7.45 1 1.57 0.82

10 2 1.61 10.5 6.61 4.84 9.68 7.60 0.99 2.10 1.19

11 2 1.61 8.87 6.70 4.03 10.5 8.10 1.4 1.76 0.89

LDF P MIN1 MAX1 MEAN1 MIN2 MAX2 MEAN2 差 MEAN1 差 MEAN2 差

1 4 4.03 16.1 9.64 6.40 12.8 10.5 0.90 9.64 10.50

2 3 4.03 16.9 9.89 8.01 12.8 10.5 0.66 9.89 10.50

3 3 4.03 16.1 9.48 8 13.6 10.1 0.61 9.48 10.10



 
  
 

 

4 3 4.84 17.7 11.4 7.96 16.8 12 0.60 10.7 9.60

5 3 5.65 20.2 12.4 9.62 15.2 12.7 0.32 10.1 8.05

6 2 4.03 17.7 9.54 8 13.6 9.91 0.37 9.54 9.91

7 2 4.84 17.7 11.8 9.55 16.8 12.2 0.40 9.98 8.76

8 2 4.84 17.7 10.8 7.96 16 11 0.22 8.52 7.89

9 2 5.65 20.2 13.2 9.62 16 13.5 0.28 8.31 6.84

10 2 6.45 20.2 12.5 11.1 15.2 12.6 0.16 7.98 6.23

11 2 8.06 24.2 16.3 12 21.6 16.5 0.20 11.3 9.27

4.2 50%水準と 90％水準の合否判定 

  得点分布の 50%点の 63 点を合格最低点として 2 群判

別を行う．ロジスティック回帰の「MEAN2 差」の範囲は

[0.05, 3.01]，SVM は[-0.1, 3.23]，LDF は[0.65, 5.92]

である．10％水準ほど悪くないが，LDF は他の 3手法が

最小になるモデル1で改定IP-OLDFより5.92％も悪い． 

得点分布の 90%点の 78 点を合格最低点として 2 群判

別を行う．ロジスティック回帰の「MEAN2 差」の範囲は

[-0.15,1.8]で，SVM は[0.23,1.48]であるのに対して，

LDF は[7.83, 22.58]と明らかに悪い．ロジスティック

回帰の平均誤分類確率は，モデル選択と無関係な 9 番

目のモデルで改定 IP-OLDF より少ない． 

5．小問 100 問の分析 

5.1 合格群の全てが不合格群に誤判別 

表 3 は，2012 年度の中間試験の小問 100 個を説明変

数とした合否判定である．左から 10%点，50%点，90%

点の 3 水準の判別結果である．合否判定できる最小次

元は，全ての説明変数の組み合わせモデルで検討して

いないので，ここで得られたものより少なくなること

がある．一応，10%点では 6 変数，50%点では 19 変数，

90%点では 15 変数で MNM=0 であり，ロジスティック回

帰でも誤分類数が 0になった．LDF と QDF はこの次元で

誤分類数は 0でない．さらに QDF は，10%点は 2変数で

誤分類数が 114 人(=114/121*100=94%)，50%点は 21 変

数で 67 人(55%)，90%点は 1変数で 12 人(10%)の合格群

の全てが不合格群に誤判別された． 

表 3 2012 年度の中間試験の判別結果 

p VAR MNM Logi pLDF pQDF VAR MNM Logi pLDF pQDF VAR MNM Logi pLDF pQDF

1 x85 10 14 14 14 x87 26 57/67 26 26 x92 12 34 12 12 

2 x15 6 6 6 114 x77 26 26 26 26 x42 8 34 8 12 

3 x68 5 6 8 114 x26 15 15 15 16 x21 5 19 5 12 

4 x47 3 8 3 114 x89 11 11 11 13 x54 4 4 8 12 

5 x7 1 1 3 114 x35 9 10 11 13 x65 1 7 3 12 

6 x32 0 0 0 114 x69 6 6 8 10 x100 1 3 3 12 

7 x20 0 0 0 114 x25 5 6 6 8 x83 1 3 3 12 

14 x98 114 x73 1 1 1 3 x1 1 1 1 12 

15 x5 114 x12 1 1 1 3 x62 0 0 1 12 

16 x1 114 x7 1 1 1 4 x3 1 12 

18 x38 114 x39 1 1 1 2 x60 0 12 

19 x6 114 x95 0 0 1 3 x96 12 

20 x89 114 x8 0 1 x22 12 

21 x100 114 x38 67 x40 12 



 
  
 

 

5.2 QDF が合格群の全てを誤判別する理由と判

別理論の修正 

(1) QDF が合格群の全てを誤判別する理由 

 QDF は 2 群の分散共分散行列の逆行列の計算が

式中に含まれている．筆者を含めこの式を見て，

「少なくとも一方の群のある変数が一定値すな

わちばらつかない場合に QDF は計算できないこと

に気づいた人は少ない」と考える．これを説明す

るために，LDF,QDF と 2 群の平均の差の検定で説

明する．2 群のある変数が同じ一定値をとる場合，

統計ソフトはこの変数を分析から省く．両方の群

が異なった一定値をとる場合，この変数だけで

MNM=0 になるが LDF だけが正しい結果を出す．し

かし，QDF や平均の差の検定は計算できない．今

回の問題は，一方の群が一定値をとり，他群がば

らつく場合を統計ソフトは想定していなかった

ように考える．LDF と平均の差は計算できるが，

QDF は定式化どおりであれば計算できない．しか

し，ダーティーなデータの判別にも対応するため，

2 群の分散共分散行列の対角要素などを全体の分

散共分散行列を参考にして修正しているものと

思われる．また正則化法でもこのデータを正しく

判別できなかった． 

(2)とりあえずの統計ソフトの対応 

 筆者の指摘に対して，とりあえず「変数値が一

定値になる個数のウオーニングを出して，正則化

折衷案という暫定手法の利用を薦める」対応策が

とられた．しかし LDF と QDF のどちらに近づける

かのオプション値を LDF 寄りに設定しなければ改

善できない．このようなクラスター分析のクラス

ター数や主成分分析の主成分数を決めるような

あいまいな基準を導入するよりも，QDF と正則化

法は現時点で対応できないので LDF を使うように

進めるべきであろう．また一定値をとる変数がリ

ストアップされておれば，筆者も無駄な研究を

2010 年以降行うことを避けられた． 

実はこの問題を解決する方法として，一定値に

SD=1-6 ぐらいの小さなばらつきを与えるだけで解

消できる．10%点の X15 でこれを試みると，ｐQDF

の誤分類数は，14→28→28→28→9→3→0 になる．

また，マハラのビスの汎距離を使う MT 理論で基

底空間のある変数の分散が 0 の場合は，それが判

別に役立つか否かは別途検討する必要がある． 

また伝統的な統計の考え方に従えば，LDF,QDF,

ロジスティック回帰は 2 群が等確率をデフォルト

とすることは正しいが，出現頻度の方が一般的に

誤分類確率は少ない．また異なった出現頻度のデ

ータを集めたことには意味があるので，こちらを

デフォルトにすべきであろう．また判別分析は，

最終的に誤分類数で評価されるので，この分割表

にどの判別境界を選んだのか表示しないと分析

結果の解釈に混乱を生む可能性が高い． 

 

表 4 判別分析の結果 

p Var. Cp AIC BIC LDF QDF Logi t-test 

1 排気量 47.8  24.2 29 2 0 0 11.37 

2 価格 14.9  4.3 10 1 0 0 5.42 

3 定員 11.0  1.7 9 1 29 0 8.93 

4 ＣＯ２ 7.3  -1.4 7 1 29 0 4.27 

5 燃費 5.0  -3.4 6 0 29 0 -4.00 

6 台数 7.0  -0.4 10 0 29 0 -0.82 

5.3 日本車の判別 

この問題を、日本車 44 車種の普通車と小型車

の 2 群判別で確認する。台数，価格，総排気量，

燃費，CO2 排出量，定員の 6 個の説明変数で 2 群

判別する．総排気量は，小型車が 0.657 から 0.658

の範囲であり，普通車とは完全に分離している．

小型車の定員は 4 人と一定値で，普通車は 5 人以

上であり，両変数単独で MNM=0 の判別ができる.  

これに対して平均の差の t 検定は、総排気量が

11.37，定員が 8.93，価格が 5.42，CO2 が 4.27，

燃費が-4.00，台数が-0.82 であり，1 変数で考え

るとこの順で判別成績が悪くなる．特に定員は小

型車が一定の値をとっても t 検定は影響されない

が，判別関数は統計ソフトによって種々の異なっ

た対応をとっていて利用には注意が必要である． 

表 4 は普通車に 1，小型車に 0 のダミー変数を

与えて目的変数とし，6 変数で変数増加法を行い

変数欄の順に説明変数が取り込まれた．変数減少

法では 6 変数のフルモデルから台数，燃費の順に

掃き出される．Cp 統計量は 6 変数，AIC と BIC か

ら 5 変数のモデルが選ばれる．これは単に判別デ

ータを 2 群に 1/0 のダミー変数を与えると重回帰

分析の回帰係数は LDF の判別係数になる．これは

「Fisher の仮説」を考えたことは判別関数が母集

団と標本を考えた推測統計学的手法と考えるこ

とが間違いであり誤解であることを示す．また判

別手法には変数選択に用いる手法がないので，

「一つとっておき法（Leave one out, LOO）」が

開発された．筆者はこれに代わって「小標本の 100

重交差検証法」を提案している．重回帰分析の Cp

統計量，AIC,BIC も単に参考指標として用いる．

LDF，QDF，Logi は Fisher の LDF，QDF，ロジステ

ィック回帰の誤分類数である．ロジスティック回

帰は「総排気量」がモデルに入ってくると誤分類



 
  
 

 

数が 0 と正しく判別し，それ以降も 0 と判別する．

しかし LDFは 5変数で初めて誤分類数が 0になる．

QDF は 1 変数と 2 変数で誤分類数が 0 になるのに，

3 変数で「定員」がモデルに入ってくると普通車

の 29 人が小型車に誤判別される。 

6. まとめ 

 本研究では，試験の合否判定データを用いて

MNM=0 の判別分析の問題を検討した．SVM は H-SVM

で MNM=0 の判別分析を判別分析の出発点とした点

が重要である．改定 IP-OLDF は理論的に MNM=0 の

データを認識できる．ロジスティック回帰は回帰

係数の収束計算が不安定になり，標準誤差が大き

くなって誤分類数が 0 になるとき，一部の例外を

除いて改定 IP-OLDF で MNM=0 になる最小次元の判

別モデルを求めることが分かった．しかし，LDF

と QDF は MNM=0 のデータを正しく認識できないば

かりか誤分類確率が大きいことが分かった．たと

えば，2010 年から 2012 年の 3 年間の統計入門の

中間と期末の 3 水準の 18 個の大問の合否判定で，

LDF の誤分類確率の範囲は[2.3,16.7]，QDF は

[0.8,10.8]と大きい．S-SVM は多くの場合，MNM=0

のデータを判別できることが多いが理論的な保

証はない．MNM=0 のデータから 0 でないデータま

で，改定 IP-OLDF とロジスティック回帰が対応で

きる以上，分散共分散行列に基づく LDF や QDF は

生命を扱う医学診断やパターン認識に用いるこ

とは問題と考えられる．また，MNM 基準に基づく

改定 IP-OLDF は学習標本で過学習し，検証標本で

汎化能力が悪いと考えられるが，実際には正規分

布を仮定する LDF が学習標本と検証標本で確率分

布を仮定していない S-SVM やロジスティック回帰

よりも悪かった．これは Fisher の仮説を満たす

現実のデータが少ないのにそれで理論構築した

ためと考えられる． 
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付録 A:LINGO のモデル 

 数 理 計 画 法 ソ フ ト の LINGO は 、 シ カ ゴ 大 学 ビ ジ ネ ス ス ク ー ル の Linus 

Schrage 教授が開発し、LINDO Systems Inc. (http://WWW.LINDO.COM)が開発

する LINGO、What’ sBest!(Excel のアドイン最適化ソルバー)、LINDO API(最

適化ライブラリー)の汎用ソルバーの一つである。LP、QP、IP、NLP、確率計

画法などの数理計画法ソルバーを、ユーザーが意識することなく利用できる

汎用ソフトである。数理計画法モデルを通常の数式モデルで利用する自然形

式と、以下で説明する集合表記による使い分けができる。自然表記は数理計

画法モデルを通常の数式モデルとして扱える分かりやすさがある。集合表記

は、大規模モデルの開発や、複雑な最適化システムを CALC 節で制御し、Excel

などの外部 DB とデータの入出力ができる。改定 IP-OLDF のモデルや 100 重交

差検証法のプログラムは[32]の付録を参照。 

 以下では簡単な文法を説明する。 

 最初に集合節は、「SETS:」で始まり「ENDSETS」で終わる。その中で 1 次元

の集合とそれで管理される配列を定義する。例えば、P は 1 次元の集合で、

P1 は定数項を含む集合とする。VARK は、P1 の属性をもつ 1 次元の配列にな

る。N は 1 次元の集合でケース数の数だけの要素をもつ。SCORE はｎ件のケー

スの判別スコアを入れる 1 次元配列、E は 0/1 の整数変数である。2 次元集合

D は、一次元集合の N と P1 で定義される。判別データが 20 件*定数項を含め

10 件であれば、20*10 の 2 次元配列 IS を定義する。このように必要な 1 次元

集合を定義し、それによって 2 次元以上の集合とその属性をもつ配列が定義

される。そして、数理計画法モデルでこれらの集合の引数でモデルが操作で

きる。 

SETS: 

P;P1: VARK; 

N: SCORE,E,CONSTANT;  

D(N,P1):ES;  

ENDSETS 

 DATA節は、「DATA:」で始まり「ENDDATA」で終わり、配列に値を与えたり,

「@OLE関数」で、外部DBとデータの入出力が行える。例えばPは集合Pが19変数

の説明変数を表し、P1は定数項を含んで20個の要素をもつことを示す。 

Nは集合Nの要素数すなわちケース数が240件を意味し、N2はその100倍のリサン

プリング標本に対応している。これに対しPenaltyは SVMのｃを1に設定し、改

定IP-OLDFの BigM定数を1000に設定している。「@OLE関数」を等号の右に指定

すれば、LINGOの配列CHOICEと ESにExcelからCHOICEと ESというセル範囲名をも

つデータを入力する。逆に「＠OLE=VARK;」とすれば、最適化計算で求まった

判別係数をExcelの同名のセル範囲名に出力する。 

DATA: 

  P=1..19;P1=1..20; N=1..240;N2=1..24000;MS=1..19;G100=1..100; 

  penalty=1;BIGM=1000; 

  CHOICE,ES=@OLE(); 

ENDDATA 

 SUBMODEL節は、例えば「SUBMODEL SVM;で始まり、ENDSUBMODEL」で終わる

S-SVMを定義したり、「SUBMODEL RIP;」で改定IP-OLDFを定義する。「MIN=」

は右辺を最小化する。右辺の「Penalty*@SUM(N(i):E(i))」は「MIN= ＊＋c*Σ

ei」を表す。すなわち「@SUM(N(i):E(i))」の「@SUM(N(i):)は集合Nの要素数

(240件 )だけ「E(i)」を合計しなさいを表す。「@SUM(P(J1): VARK(j1)^2)/2」

はSV間距離の逆数の最小化を定義する。次の「@FOR(N(i):)は 240件のケースに

対し、「@SUM(P1(j):IS(i,j)*VARK(j)*CHOICE(k,j)) > 1-E(i));」という制約

式「yi*f(xi)>=1-ei;」を定義する。「@FOR(P1(j): @FREE(VARK(j)));」で定

数項を含む20変数は自由変数（正にも負にもなる）であることを宣言している。 

SUBMODEL SVM: 

 MIN=@SUM(P(J1):VARK(j1)^2)/2+Penalty*@SUM(N(i):E(i)); 

 @FOR(N(i):@SUM(P1(j):IS(i,j)*VARK(j)*CHOICE(k,j)) > 1-E(i)); 

 @FOR(P1(j):@FREE(VARK(j)));  

 ENDSUBMODEL 

SUBMODEL RIP: 

 MIN=@SUM(N(i):E(i)); 

 @FOR(N(i):@SUM(P1(j):IS(i,j)*VARK(j)*CHOICE(k,j) )  > 1-BIGM*E(i)); 

 @FOR(P1(j):@FREE(VARK(j))); @FOR(N(i):@BIN(E(i))); 

ENDSUBMODEL 

 CALC節は、「CALC:で始まりENDCALC」で終わり、最適化システムを制御し、

データの入出力を行うプログラミング機能をもっている。「@WHILE」で100重

交差検証法のためのループ計算を行い、「@SOLVE(SVM);」はSUBMODELで定義し

たS-SVMの最適化をおこなっている。 

CALC:  

 K=1;Lend=@SIZE(MS);  @SET('TERSEO',1); 

@WHILE(K#LE#Lend: f=1; 

 @WHILE(f#LE#100:@FOR(D(i,j): 

IS(i,j)=ES( @SIZE(N)*(f-1)+i,j));MNM=0;ER1=0；  

  @SOLVE(SVM); 

ENDCALC 

DATA: 

@OLE( )=VARK100;@OLE( )=IC;@OLE( )=EC; 

ENDDATA 


